第一章基本概念 


§ 1.集 合 

1. BczA , 但 S 不是2的真子集，这个情况什么吋候才 
能出现？ 

解由题设以及真子集的定义得， d 的每一个元都属 
于5，因此 Zc : 反 于是由 

BczA AczB 

得 j = 所以上述情况在 d = B 时才能出现. 

2« 假定 B — ? JIJ 石 

解 （ i ) 由于 4(=5, 所以3的每一个元都属于5, 
即3的每一个元都是 d 和 S 的共同元，因而由交集的定义得 

AczAfiB 

但显然有 

Af ] BczA 

所以 

A [\ B - A 

(ii) 由并集的定义， W US 的每一元素都 属于乂 和 

5之一> 但 dc : B ， 所以的每一元素都属于及 

AljBczB 

另一方面 Sd / lUS , 所以 = 


§ 2 .映 射 

1. A = U ， 2， 100} • 找一个』 xd 到2的映 

射. 

解 用 （A 6) 表示 2 x 2 的任意元素，这里 a 和都 
腐于按照定义做一个满足要求的映射即可，例如 

<Pi (o, b) - >a 

就是这样的一个，因为⑦替/ X 」的任何元素 （ cj ，6) 规定 
了一个唯一的象 a ，而《 e . A . 

读者应该 11] 己再找几个 jx 3到 Z 的映射 •’ 

2. 在你为习题1所找到的映射之下，是不是/的每一 
个元都是的一个元的象？ 

解在上面给出的映射0之下， d 的每一个元素都是 
Wxd 的一个元的象，因为 （ a ，6) 中的 a 可以是 j 的任一 
元素* 

你自己找到的映射的情况如何？有没冇出现 乂的 元素不 
都是象的情况？假如没有，找一个这样的映射. 

§3. 代数运算 

U A = 彳所有不等于零的偶数 h 找一个集合！>，使得 
普通除法是 dxZ 到 D 的代数 运算. 是不是找得到一个以上 
的这样的 D ? 

m 一 个不等于零的偶数除一个不等于零的偶数所得结 
果总是一个不等于零的有理数* ， . 


所以取 


D = 彳所有不等于零的有现数 } 

普通除去就是一个 W x 4到 D 的代数运算 • 

可以找得到一个以上的满足要求的 ！>• 读者可以自己找 
几个. 

2. A ^{ a , b 9 c> # 规定/的两个不同的代数运算. 

解 〈 i ) 我们用运算表来给出』的一个代数运算： o 



b a a a 

r a a a 


按照这个表，通过 o， 对于 j 的任何两个元素都可以得出一 
个唯一确定的结果 a 来，而 cr 仍属于所以 o 是 j 的一个 

代数运箅* 

这个代数运算也诃以用以下方式來加以描述 

o - ( x , y) > ci -xoy 对一 切欠， y€A 

(11 ) 同珂 

o ： ( x , v) > x = xoy 对一 切欠， y(zA 

也是 d 的一个代数运箅.读者可用列表的方法来给出这个代 
数运算 * 

读者还应自己给出几个^的代数运箅. 

§ 4. 结合律 

1. d = { 所有不等于零的实数 f . O 是普通除法： 



这个代数运算适合不适合结合律？ 

解 这个代数运算◦不适合结合律*例如, 
当 

0 = 4 6 = c= 2 

时 


(aob) oc = (4o2) o2 = 




7 2\ 4 

CO (hoc) = 4 o (2o2) - ^°\2/ = 了 = 4 

所以当 a , 6 和 c 取上述值时 

(aob) cc^=ao (boc) 

2 . ^4 = {所有实数〖.代数运算 

Ot {a, b) - >a +* 26 = aob 

适合不适合结合律？ 

解 读者可以用解上一题的方法来证明，所给代数运算 

不适合结 合律， 

3. A -\ a f 6, c} m 由表 



给出的代数运算适合不适合结合律？ 



解 所给代数运算 。适合 结合律.为了得出这个结沦， 
需要对元素 a ， 6， c 的27 (= 3 3 )种排列（元素允许重复 
出现）加以验证.但是利用元素 a 的特性，可以把验证简 
化.仔细考察运算表，我们发现以下规律，对集合 d 的任意 
元素％来说，都有 

aox = xoa— x 

由此得出，对于有 a 出现的排列，结合律都成立.这一点读 
者可以自己 验证. 还剩下 a 不出现的 排列. 这样的排列共有 

8 <=2 3 )种*我们在这里验证4种，其佘4种读者可以自 
己验证 9 

(bob) 06 = cob = a 

bo (bob) = boc - a 

所以 (bob) ob = bo (bob) 

(bob) oc - coc = b 
bo (boc) = boa = 6 

所以 （6 o 6) cc = 6 o (boc) 

(boc) ob = aob = b 
bo (cob) - boa - b 

所以 (boc) ob = bo (cob) 

(boc) oc — aoc = c 
bo ( coc ) - bob - c 
所以 (boc) oc = bo ( coc ) 

§ 5. 交换律 


/={所有实数>， o 是普通 减法广 


aob = a — b 

这个代数运算适合不适合交换#? 

解容易验证，当 a = 1， fc 二2时 

- aob _ boa 

所以这个代数运算不适合交换律， 

2 . A = {a y by c 9 cl }. 由表 

a 6 c cf 

o b c d . 

6 cf a c 

c o b d 

d c . a b 

所给的代数运算适合不适合交换律？ 

解要冋答这个问题，只须考察一下运算衷，看一看关 
于主对角线对称的位置上，有没有不相同的元素. 

§ 6. 分配律 

假定0,㊉是 d 的两个代数运算，并 H® 适合结合栉， 
G, ® 适合两个分 配律. 证明 

(a 丄 (DD ㊉ (aG^)© (aO&J ㊉ (a 2 06 2 ) 

二 (axG^i) ® (a 2 0^i)® ® (a 2 Q6 2 ) 

= 〜 0(6i ㊉ h) + a 2 © 

- (a】 ㊉ a 2 ) O (h ㊉ h) 

口 ( 〜 ㊉“ ） ◦& 丄 ㊉ (ai ㊉ a 2 ) G6 2 

- (o iOb i).® (a z O^ i) ® z) <S) (a z Ob z ) ' 






§7. 


一一 映射、变换 


1- { 所有 > 0的实数 } . A = { 所有实数）.找 

_ 

一个 j 与7间的—— 映射. 

解 <?>: X - X 对一切 xf j 

是一个 d 与7间的——映射 • 

首先，给了任一工 ed ， 即任一大于0的实数 X ，是 
一个实数 ， BPlgxe A 9 并且 lg ： r 是唯一确定的，所以少是一 
个 W 到又的映射. ...• _ 

其次，对于任一夕即任一实数>，是 - 
个大于0的实数， 而在中 之下， 

x ->1 g x =!gio’= «y 

所以中是一个 d 到 I 的满射. 

最后，若是 T !， x 2 e _ A , 并 fLx ， 癸 X 】，那么 
所以必是一个 d 到3的单射 • 

这样，也是一个 d 与 d 间的 一一 .映射 • 

2. A ^ { 所有 X )的实数 } 

1={所有实数1， } 

找一个 d 到 y 4 的满射. 

解 < P : 父 — > x 若0 5^<1 

乂 —令士 若 X 21 


是一个 4 到）的满射. 

首先，少替每一: red 规定了一个唯一确定的象少（幻， 


MO < cP ( jc )< i , 所以少是一个 d 到 I 的 映射. 其次，在中 
之下，1的每一元7都是2中一个元，即 I 本身的象，所以 
0是一 个/到 j 的满射， 

读者可以 证明： 

0 ! t x - sin ^: | x 

少 2 1 ■ —^ 0 0 < C x 1 


X 


1 

-> — 

X 


^>1 


都是 j 到；1的 满射. _ 

3* 假定少是/与叉间的一个——映射， a 是 J 的一个 

元. 

少 - 1 [少（<3)] = ? 010- 1 («)]-? 

若少是 d 的一个 一一 变换，这两个问题的回答又该是什 
么？ 

解当少是 d 与 I 间的一个 - 映射时， 

少一 1 [负 （G ) ] ：= a 0 l < P ~^( a )] 未必有意义 • 

若中是的一个 一一 变换，那么 

[少 （a ) ] : a ( a ) ^ a 

读者可以做一做以下补充 习题. 

(i ) A - { 所有之：0的整数 } 

{ 所有>0的整数 } 

证明 

<P % x 一 ^> x I 对一切 

是 d 与 d 间的一个-映射 • 

( ii ) A = { 所有 >0的实数 } 


A= { 所有 ^ 0 的 实数} 

利用 （ U 题找一个 d 与3间的 “一 映射 

§ 8 .同 态 

1- { 所有实数 x } • dp 代数运算是普通乘法 • 

以下映射是不是 d 到 W 的一个子集 i 的同态满射？ 

a ) x \ x \ b ) x -*2 x c ) x 
d ) x — _ x 

解 a ) 取 ：？= { 所有 >0 的实数 } ， 则; ^czd ， 

而 

： X \ X \ ^0 1 (x) x G A 

是 3 到 35 的一个同态满射， 因为： 对任一是一 
个唯一确 g 的 >0的实数，所以是 d 到:？的一个映射 I 
若是无 eA , 那么$ eA f 
而 

< P ,{ x ) ^\ x\^x 

所以少 i 是 d 到又的一个满射，对任意 x ，y ^ a 9 

少 1 i ^ y ) = \ xy \ = | x \ \ y [=< P i ( x ) 0 1 ( y ) 

所以是 j 到 i 的一个同态满射* 

b ) 当 X 取遍一切实数值时，2 ：< 也取遍一切实数值 • 
读者容易证明 

^ 2 : x —2 x = <P 2 (x) 

是 d 到 j 的一个满射，但少 2 不是^到 d 的一个同态 满射. 
因为：取 d 的数2和3，那么 

少 2(2) = 4 <2> 2 ( 3) =6 


< P 2 (2.3) =少 2 (6) =12 癸少 2 (2) 少2 (3> 

c ) 取 .{ 所有 >0 的实数 } ，那么 37 crd . 读者可 

• • • • 

以自己证明 

0 3: a : -^x 2 =(p z (x) x ^ A 

是 d 到的一个同态满射. 

d ) 当^取遍一切实数值时， - X 也取遍一切实数 
值.容易证明 

<^ 4 ： - x - x -<P A {x) x € A 

是乂到 d 的-个满射，但不是一个同态满射. 

_ 2.- 假定 IXj 于代数运算。和3来说^态，而:？和 
I 对于巧 数运算 S 和 S 来说同态*证明， W 和 I 对于代数运 
算 o 和=说同态. 

解由题设存在^到2的一个同态满射 

a ^ a ^cp { {a) a 乏 A，a 6 A 

并且对 于』的 任意两个元素 a 和6来说 

I (aob) — a ob = 0 : ( a ) o Cf> L (6) 

同样存在:?的一个同态满射 _ 

^ 2 : a-^a-0 2 (a) aG ^ , a 6 ^4 

并 且对于叉的 江•寇两个元素 S 和5来说 

<P 2 (a o 6) — q ob - <P ^ ( a ) o 0 Z (6) 

如下定义 

u —’[A ( a )] a e.A 
那么 0 是」到 3 的一个同态 满射. 因为： 

(i )_ 由于 A 和 A 是同态满射，所以对于任何 c ?^4, 
^1 (^^是頁的一个唯一确定的元素，^^^!^』 （。）]是=的 
一个唯 一 确定的元素，因而⑦是 W 到1的一个映射 • 


10 


_ ( li ) 由于^一 ¥，对于任何存在一个元 
素76^4, 使 A d 二"5"，并且存在一个元素 a 使 

^1 (O 因此在 0 之下， 一 _ 

a—^0 2. i ( o ) 3 = ^2 (a) = a 

而公是 d 到 j 的 一 个满射 . 

( iii ) 由于同一原因，对于/的任何两个元素 a 和6 

• 公 { aob ) - Z \JP \ ( ao 6) ] = cp 2 \_<p Y ( a ) acP i ( 6 )] 

= 诊 2 [少 1 ( a ) ] O 少 2 [少 i 〈 6 〉 ] 

-(p (a ) o(p ( 6) 

而 CP 是/到]的一个同态 满射. 


§9. 同构、自同构 


1， { a 9 b 9 c ]. 代数运算 o 由下表给定 s 



找出所有/的——变换，对于代数运算 o 来说，这些——变 
换是否都是4的自同构？ 

解 ^共有6 ( = 3 1) 个——变换，即 

0 ] : a — a 6— & c c 

02 t (i—a b c c —* b 

<P Z j q b 6—e c — a 


11 




对于代数运算 O 来说，是 d 的自同构，其余4 
个都不是.这是因为，若少.•是一个3的自同构，那么对 Z 的 
任何元素 X 和3%将有 

( 1 ) <t>i {xoy 、 =0i( c) -<Pi( x)o0i(y) = c 

因而 

(2) c) = c 

反过来，若 （2) 成立，那么 （1) 也成立， 

2 - { 所有有理数丨.找一个 d 的对于普通加法来 

说的自冋构.（映射 x — ^除外） • - 

解设 fc 是任一有理数，且 fc #0, k ¥^ 1 . 

那么 

0 i X 一 k X x ^ A 

是 d 的一个对于加法来说的自同构，并且少显然不是映射 
X — X . 0是 d 的一个——变换，读者可以自己证明。 令 X 
和夕是 d 的任意两个元素，那么 

0 X x 4 - (r + jy) = (x + y) = fex + ky = <P (x) + 0 {y) 

所 以少是 d 的一个自同构 • 

读者可以试证，^只有以下对于加法来说的自同构 
x —kx x ^ A f fe 是寺0的有理数 

_ 3^ { 所有有理数 } 的代数运算是普通加法， 

7 ^ { 所有的荷理数}; 3?的 p 数运箅是普通乘法 • 证 
明，对于给的代数运算来说， d 与又间没有同构映射存在. 
(先决定0在一个同构映射下的象* ) 



解设少是 d 与间对于所给代数运算的一个同构映 
射， 而中 （0)=7. 那么由于少是同构映射， $ 

少 （0>=少 (0 + 0) =0(0) ^(0) =a 

但同构映射是单射，所以得于是有 

a —— a - a {a — 1 = 0 

但所以 a — 0，因而 a — 1 — 0 ^ 即 a = l . 

这样 

少 （0) = 1 < 1 ) 

由于少是满射，： i 的元-1必是 d 的某一元 a 的象， 

必 （ a 〉= — 1 

由是得 

0(2 a ) - 0 { a ^ rd )- 0 { a ) 0 { a ) = (- 1 ) 2 = 1 

于是由少是单射，得 2 a =0， 即3 = 0，而 0(0) = — 1， 
与 （ O 矛盾 • 这说明，在^与又间对所给代数运算来说不 
存在同构对应. 

读者可以用以下方法得出本题的另一证明 * 

a 


§ 10. 等价关系与集合的分类 

1. { 所有实数 } . d 的元间的关系 > 以及 > 是不 

是等价关系？ 

解 >不是等价关系，•这个关系不满足反射律 ： a > « 
不 成立， 



设 < p ( o ) = 2 • 考虑少 
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> 也不是等价关系，它不满足对称律，例如，3>2, 

r • 

但3不成立， 

2. 有人说：假如一个关系 i ? 适合对称律和推移律，那 

么它也适合反射律*他的推论方法是/因为/?适合对称律 

^ R b b R a 

因为适合推移律 

. g R b ， b R o, => a R a 

这个推论方法有什么错误？ 

解这个推论方法的错误在于，对于“等价关系”定义 

的陈述没有准确地理解. 

G R b => b R a 

的意 思是： 由 a ；? 6 可得 6 及假如对于某一元素 a ， 找 
不到任何元素6，使得《况6成立，那么就得不出 
因而也就得不出 a 及 a . 例如： 令 J 是盤数集，如下定义3 
的元间的关系7?: 

a R b 当且仅当 ab > 0 . 

况显然满足对称律和推移律，但 i ? 不满足反射律，因为 

0 0 

不成立 • 

3. 仿照例3规定整数间的关系 

a 三 h ( 一 5 ) 

证明你所规定的是一个等价关系，并且找出模 - 5的剩余 
类。 

解可以完全仿照例3来做， 


U 


第二章群论 


§ 1. 群的定义 

I . 全体整数的集合对于普通减法来说是不是一个群? 
解 不是，因为普通减法不适合结合律 • 

例如 

3 - (2 - = 3，1 = 2 (3 - 2 ) - 1 - 1 - 1 = 0 

3 — （2 - 1 ) _ (3 - 2 ) - 1 

2 m 举一个有两个元的群的例 • 

解令 e ， a } , 夕的乘法由下表给出 

c a 

9 

o . a e 

首先，容易验证，途个代数运算满足结合律 

( 1 > ( x y) z = x (y z) x 9 y, C 

因为，由于 c a = a e = a ， 若是元素它在 （1) 中出现， 

那么 （1) 成立•‘（参考第一章，§ 4 ，习题 3 _)若是0不 
在 （ 1 ) 中出现，那么有 

(a a) a =： € a ^ a a ( a a) ^ a e = a 

而 （1) 仍 成立， 


1 $ 



其次， G * 有左单位元，就是 e 有左逆元，就是 e ， 

■ 

«有左逆元，就是 a . 所以、(？是 : 一个群， 

读者可以考虑一下，以上^算表是如何作出的《 

3* 证明，我们也可以用条件 I , I 以及下面的条件 
IT , V /来做群的定义： 

N f G 里至少存在一个右逆元能让 

oe - a 

对于 G 的任何元 a 都成立； 

v r 对于 夕的每 一个元 a , 在 G 里至少存在一个右逆 
7 C a ' 1 ,能让 

aa^ 1 = c 

解这个题的证法完全平行于本节中关于可以用条件 
I ， I ， IV , V 来做群定义的证明，但读者一定要自己写一 

下， 


§2. 单位元、逆元、消去律 

1- 若群 G 的每一个元都适合方程/ 那么是交 
换群. 

解令 a 和6是 (9 的任意两个元.由题设 

(a6) (ab) = (ab) 2 = e 

另一方面 

(ab) (ba) — ab z a= aea = a 2 ^ e 

于是有 （ a 6) ( a 6) = ( a 6> (6 a ) # 利用消去律，得 

ab = ba 

所以是交换群. 

16 



2 - 茬一个&元莳个数 一 定是偶 

数争 

解令 G 是一个有限爾有元 a 而 CI 的阶” > 2 . 
考察 cr 1 , 我们有 

a"(a^ 1 ) rt = e e (a -1 )"= (a' l ) n — e 

设正整数而 （ cri )« = e ， 那么同上可得 a ffi = e ， 与 《 是 
a 的阶的假设矛盾.这样， n 也是的阶，易见 
否则 


cr = cm 



与 n> 2的假设矛盾，这样，我们就有一对不同的阶大于2 


的元 a 和 a 


设 G 还有元 &， h + a ， b ^ a -\ 并旦 6 的阶大于 2* 
那么6- 1 的阶也大于2，并且我们 也有纩 
否则 

e = 6* 1 6 ― aa~ 1 = 6" 2 a^ 1 


消去七 1 得 6= cr 】， 与假设矛盾.同样可证这 
样，除 a 和 cr 1 外，又有一对不同的阶大于2的元 fc 和 ir、 
由于6：足有限群，而 G 的阶大于2的元总是成对出现， 
所以 G 里这种元的个数一定是偶数. 

3. 假定<7是一个阶是偶数的有限群 • 在 G 里阶等于2 
的元的个数一定是奇数. 

解由习题2知， G 里阶大于2的元的个数是偶数.但 
G 只有一个阶是1的元，就是单位元于是由于 G 的阶是 
偶数，得 G 里阶等于2的元的个数是 奇数. 

4. 一个有限群的每一个元的阶都有限* 

解令是一个有限群而 a 是 (？ 的任一元素，那么 
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o , a 2 , a 3 ，，，• 

不能都不相等 • 因此存在正整数、，使 d = d •用 
乘两边，得 》 

( 1 ) a^^=e 

这样，存在正整数/_/，使 （1) 成立.冈此也存在最小的 
正整数 m ， 使 = 这就是说，元 a 的阶是 m . 

§ 4. 群的同态 

假定在两个群和沒的一个同态映射之下， a — a . a 与 
«的阶是不是一定相同？ 

解 不 一定. 例如，令 C ? 是本章§ 1中例 2 所给出的群 
而 G 是该节屮例1所给出的群 • 那么读者容易证明 
(Pi n — 泛 «是6的任意元 

是到 G 的一个同态映射，但 CT 的每一个元 w ★ 0都是无限 
阶的 ，而 g 的阶是1 • 


§5. 变涣群 

1 . .假定 r 是集合 d 的一个非--变换 • r 会不会有一 

个左逆元广 1 侦得厂4=^? 

解可能有 • 例如令/= { 所有正整数 } ，则 

r • 1 — 1, n^n -1 

显然是 d 的一个非—— 变换. 而 d 的变换 

T - 1 : 十 1 n(z A 

就能使 
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2. 假定是所有实数作成的集合。证明，所有/的可 
以写成 

x—ax + b a 和6是有理数， a^O 
形式的变换作成一个变换群.这个群是不是一个交换群？ 

解令 G 是由一切上述变换作成的集合*考察 G 的任何 
两个元素 

t : x -^ ox^b G 和6是有理数， 

又： x -^ cx^d c 和 rf 足存理数， c^O 

那么 

tA : x—*x rk — (ax + 6) A = c (ax + 6〉 + c/ 

— (ca) x + (cb -h d) 

这里 c a 和 c 6 + d 都是有理数，并且 c a ^ O . 

所以 U 仍属于 (7, 

••垂 

结合律对一般变换都成立，所以对上述变换也成立. 

单位变换 

S I 

属于 G 1 . 

容易验证， r 在 G 中有逆，即 


T 









因此作成一个变换群* 
但 G 不是一个交换群.令 



工 ― X + 1 


T 2 1 

x —^ 2 x 


那么 



r i r 25 

W 2 = (x+ l) r2 

= 2 工十 2 



r 1 f 


x-(x T2 ) Ti = (2x) Ti 十 1 


3. 


r i T z ^ ^ a r l 


假定 S 是一个集合 d 的所有变换作成的集合.我们 


暂时仍用符号 

r . a - >a f =r( a) 


来说明一个变换 r . 证明，我们可以用 

r 1 r 2t a —— (a)] =r A r 2 ( a) 

来规定一个 S 的乘法，这个乘法也适合结合律并且对于这个 
乘法来说， e 还是 S 的单位元. 

解 令〜和 h 是 S 的任意两个元而《是^(的仟意一个 
元.那么 r 2 (幻和 r 5 都 是/的 唯一确定的元，因 

此如上规定的 m 仍是5•的一个唯一确定的元而我们得到了 
一个 S 的乘法 • 

令^也是 S 的一个任怠元，那么 

[(^^2)^3] ( o) (a)] =r t { r 3 [r 3 ( a)3 } 


0 山 ）] ( a ) =^i l> 2 r 3 (a)2 =r L -{r a [r 3 ( a)] } 
所以 (r i r 2 )r 3 (r 2 r 3 ) 而乘法适合结合律 * 

令 r 是 S 的任 意元 . 由于对一切 a G 2 ，都有 

所以 

er( a) = cTr( «)]-r(a) 
re {a) = t[_e (a)]=r(c) 

即二 = r 而 e 仍是 S 的单位元. 

4. 证明，一个变换群的单位元一定是恒等变换. 

解设 C 7 是由某一集合 Z 的变换组成的一个变换群，而 
£是的单位元*任取 G ■的一个元 r 和刀的一个元由于 
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er — r , 有 

Q er = (a e ) x = o r 

由于 r 是」的一个——变换，所以 o 而^是^的恒等变 

换. 

5. 证明，实数域上一切有逆的« X M 矩阵对于矩阵乘 
法来说，作成一个群。 

解这个题的解法很容易，这里从略， 


§6. 置换群 



找出所有 S 3 的不能和交换的元 


解 有6 个元: 


12 3 
12 3 

12 3 
2 3 1 


)， 


12 3 

13 2 


I 


12 3 

2 13 

12 3 

3 2 1 


I 


其中的 


12 3 
12 3 


5 /( 


12 3 
2 3 1 


【)， 


12 3 
3 12 


7 12 3 

\ 2 3 1 


显然可以和 GU ) 交换，通过计算，易见其它三个元不能和 

交换. 

2^ 把的所有元写成不相连的循环置换的乘积 • 


解 




(1)， 


( A 3 ) 


2 3 ) 


1 2 3 \ 

2 1 3 / 


2)， 


12 3 
3 2 1 


1 )" (1 3), 


12 3 
2 3 1 


(12 3 ) 




(13 2 ) 
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3* 证明： 

( i ) 两个不相连的循环置换可以交换 f 

( ii ) ( iiifh )- 1 = (h h •■•!、）. 

解 （i ) 看的两个不相连的循环置换 〃和 r . 我们 
考察乘积 ar 使数字 1 ， 2 , …， n 如何变动.有三种情况 • 

( a ) 数字/在 a 中出现，并且 a 把/变成/ •这时 
由于 a 和 r 不相连，/不在 r 中出现，因而 r 使/不变，所 
以 ar 仍把/变成/ . 

( 6) 数字 fc 在 r 中出现，并且 r 把 fc 变成这时 
fc 不在^中出现，因而 a 使 fc 不变，所以 err 仍把 fc 变成 h 
( c ) 数字 m 不在 c / 和 T 中出现，这时 C 77 T 使 m 不动. 
如上考察 rcr 妞数字1 ， 2, …， 71如何变动，显然得 
到同样的结果.闪此 crr = ra . 

( ii ) 由于 = ( D , 所以 

(/"’ 2 …“）一 1 = ik ^ x …卜） 

4 . 证明一个 fc - 循环 置换的 阶是 fc * 

解. 一个 fc - 循环迓 换 TTz . h 的一次方，二次 
方，…， fc 次方分别把 G 变成 G ， （3 ，…， h . 同理#把 
变成 G ， …，把“变成“.因此由上面的分析， 
若是 /< fc , 那么这就证明了， 7 T 的阶是 fc . 

5. 证明5«的每一个元都可以写成 

(12)， （13)， …， (1 n) 

这 n - 1 个卜循 环置换中的若干个的乘积. 

解由 T 每一个盥换都可以写成不相连的循环 S 换的乘 
积，所以只须证明， 一 个循环 K : 换可以写成若干个 （1 形 
的置换的乘积，设^是一个 fc - 循环置换，我们分两个情形 
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加以讨论， 

( а ) 1在: r 中出现，这时3可以写成 

( 1 ii G …“ 叫） 

容易验算 

( 1 i L i 2 … h - i ) = ( 1 i l 〉 （ 1 D … （ 1 ) 

(б) 1 不在; r 中出现，这时 

n 二 ( tW”D = ( 1 i L i 2 …“〉 （1 

= ( 1 “ ）（ 1 “ > … （ 1 “） （ 1 1 i ) 

§ 7. 循环群 

t 

攀 

K 证明，一个循环群一定是交换群 ■ 

解设循环群 = 那么 G 的任何两个元都可以写 

成 cT * 和 a n O ， ”是整数）的形式•但 

… a m a n - a m + n = a n4 MI - a n a m 

所以 G 是一个交换群 • 

2. 假定群的元 G 的阶足 证明/ 的阶是孑，这里 

I 

d = ( r , n ) 是 r 和 n 的敁大公因子 ■ 

解 由丁 • 1 r ， r = 心，所以 

(a r ) = (a d5 ) d ' - (« n ) 5 =e 

现在证明，音就是以的阶.设&的阶为那么 

參 參 

令 

士 = kq 七 r 、 0 < r 2 - 1 
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得 


e - (o r ) 7 - (a r ) = (a r ) kq (o f ) ft = (a f ) 

但 qCfc 而是 y 的阶，所以 ri =0 而 



于是得 fc (参看本节定理的第二种情形 0 

为了证明只须反过来证明^ 由 (/ fc = e 而 

n 是 a 的阶，问上有 nlrfc ， 因而含♦但是 n 和 r 的 

最大公因子，所以 f 和 f 互素而有 f | *• 

3* 假定 a 生成一个阶是《的循环群夕，证明： /也生 
成 (9, 假如 ( r ， = 1 (这就是说7*和《互素） • 

解由习题2, Y 的阶是 n . 所以 

(W ， … ， (aO^S (a r )" - e 

互不相同*但 C 只有《个元，所以 

G - { a % ( 〆 ”，•••，（，”} 

而/ 生成 

^ 假定<?是循环群，并且 G 与沒 同态. 证明沒也是循 
环群. 

解由于 G 与沒同态，沒也是一个群 • 设<?=(«>，而 

在 (？ 到◎的同态满射少下， a ― > a # 看沒的 每意元 i \ 那# 
在少下，有使— >~ g . 但 F ^ > a m , 所以 3 = 5' 
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这样，沒的每一元都是[的一个乘方而 0 = 

5. 假定 G 是无限阶的循环群，沒是任何循 环群* 证明 
G 与沒同态. 

解令 (7 = (0，沒= («)• 定义 

0 ： ^ — >a n 

我们证明，少是 G 到 ©的一 个同态满射. 

(i ) 由于 C ? 是无限阶的循环群， G 的任何元都只能 
以一种方法写成 W 的形式，所以在0之下，的每一个元 
有一个唯一确定的象，而少是到沒的一个映射. 

( ii ) 沒的每一个元都可以写成7的形式，因此它在 
少之下是 (？ 的元 f 的象，而少是 G 到 G 的一个满射 • 

(iii) a m a n ^ a rfl 4 rt >a = a 1 a n 

所以必是 G 到 G 的一个同态满射. 

§ 8.子 群 

!• 找出的所有子群. 

解 显然衧以下子群： 

5*3 本身;〈⑴) ={(!)}; 

((12)) = U 1 2), (1) } ； 

((13)) - { (13), (1) } | 

((2 3)) ={(23), ( 1 ) } , 

((1 2 3)) - { (1 2 3), (1 3 2), ( 1 ) K 

若的一个子群 H 含有 （1 2), (1 3) 这两个2-循环 
置换，那么 H 含有. 
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(12) (13) = (1 2 3), (1 2 3) ( 1 2) = (2 3) 

因而 S 3 . 同理，若是\ 3 的一个子群含苻两个 2 •循环置 
换（21)， （23) 或（31〉， （32), 这个子群也必然 
是 -S 3- 

用完全类似的方法，读者可以算出，若是5 3 的一个子 
群含有一个2〜循环置换和一个3-循环置换，那么这个子群也 
必然赴 • 

因此上面给出的6个子群是的所有子群* 

2. 证明，群的两个子群的交集也是 G 的 子群. 

解 设/^和/^是^的子群. 

令^是 G 的单位元，那么于因而 

而//…队不空. 

令 a ，b 那么 a， bM 于 H r 和 

和是子群.所以于/^和?/ 2 ，因而厲于 
这就证明了，的予群. 

3. 取的子集5^ { ( 1 2)， (1 2 3)}. 夕生成的 

子群包含哪些元？ 一个群的两个不同的子集会不会生成相同 
的子群？ 

解 见习题1的解. 

4. 证明，循环群的子群也是循环群. 

解 设循环群(幻而 H 是 (7 的一个子群. 

若 /f 只含单位元则 H=(e) 是循环群， 若"不 
仅含平位元，那么0为 H 是子群，它一定含有元 W， 其中 m 
是正整数_令 i 愚最小的使得 d 属于的正整数，我们证 
明，这时 H 二 （& ) • 看 H 的任一元 d •令 
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t = iq + r 0 < r<f 

那么由于 V 和 W 都属于 //, 有 

a r — a ^ i 9 a r 

于是由假设 r = 0 , a f = ( aO 9 而 // = (aO • 

5. 找出模 12 的剩余类加群的所有子群. 

解模12的剩余类加群 G 是一个阶为12的循环群.因此 
由题4， C ? 的子群都是循环群_容易看出： 

([0〕）=[0] 

([1：) = (：5 ])-([?]) - ([11]) 

([2]) 二 （[10]) = M [2]， [4]，[6]，[8]， [10], _ 
([3]) = ([9]) - {[3], [6]， [9], [0]} 

(：4 J ) = ([8]) - { [ 4], [8]， [0] } 

([6]) = U 6]，[0] } 

是 G 的所有子群. 

6* 假定"是群 G 的一个非空子集并且尺的每一个元的 
阶都布限.证明，尺作成一个子群的充要条件是： 

Qy b^H =^ab 6 H 

解由本节定理 〗.， 条件显然是必要的. 

要证明条件也是充分的，由同一定理，只须证明， 

a =^ a ~ 1 

设由于的每一元的阶都有限，所以 a 的阶 
是某一正整数 n 而 cT 1 于是由所给条件得 eTiGH . 

§9. 子群的陪集 

r 

1,证明，阶是素数的群一定是循 环群， 
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解 设群 C ? 的阶为素数 f >. 在中取一元 a 々 e ， 则 a 
生成 G 的一个循环子群 （ a )* 设 （ a ) 的阶为《，那么 
但由定理2 ， n \ P 9 所以 n = p 而 G = ( a ) 是一个循环群 • 

2. 证明，阶是沪的群（/>是素数，⑺ >1) 一 定包含 
一 个阶是 P 的子群. 

解 设群 C ? 的阶是在 G 中取一元那么由定 

理3 ， g 的阶 n | '但 n 妾1 ， 所以 n 。妒，£ •若 
t == 1，那么《的阶为0,而 （ a ) 是一个阶为的子群•若 

t > l ， 可取那么6的阶为而 （6) 是一个阶 
为办的子群. 

3. 假定 a 和6是一个群 G 的两个元，并且 a & = 6 a ， 又 
假定《的阶是 m ， 6的阶是 n ， 并且（的， n ) = 1 • 证明： 
ab 的阶是 m «. 

解设以的阶是由以= 6«，得 

(ab) mn = a mn b mn = e 

因此6丨爪》 . 我们反过来证明 ， m „丨；^由 

^ — (ah) kn — a hn b f<ti = 

以及 a 的阶为川，得⑺ | 《 •但（爪， n ) = 1，•所以 m | fe . 
同理 n •又由 （ m ， n )= l ， 得 
这样，的阶 k = m n • 

心假定〜是一个群 G 的元间的一个等价关系，并且对 
于的任意 H 个元 a ， X ， 〆 来说 

ax ^ ax r — > :r 〜 r ’ 

证明，与的单位元 e 等价的元所作成的集合是 G 的一个子 

群. 

解令 h 是与 e 等价的元所成的集合， 
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由于 e 〜 e ， 所以 H 不空 • 

设 a ，b € H ^ 那么^〜6, b 〜 e • 6〜 e 可写成 

a ~ 1 ab 〜 a ' 1 a 

因此由题设， a 6 〜而 

a 〜 e 可写成 ae 〜 acT 1 ， 因此由题设， e 〜 cT 1 而 1 G H . 
这样， H 作成 C ? 的一个子群 • 

5. 我们直接下右陪集 // a 的定义如下： Ha 刚好包含 
G 的可以写成 

h ^ (h 

形式的元.由这个定义推出以下事实： C ? 的每一个元属于而 
且只属于一个右陪集_ 

解取任意元 a € G \ 由于 H 是一个子群，单位元 
e ^ H y 因此 a = e a a 3 这就是说，元 a 属于右陪集 

H a m 

设 ae //6 ，a eH c 9 那么 

o = h l b = H 1 c ( h i9 h 2 eH ) 

由此得 ， b = h ? h 2 c ， 而/ / 6 的任意元 

hb = hh ~^ h 2 c c 

因而/ /6 c // c . 同样可证 // cc ： H 6. 这样/ /6 = He 而 
a 只能属于一个右陪集 • 

6 - 若我们把同构的群看成一样的，一共只存在两个阶 
是 4 的群，它们都是交换群. 

解先给出两个阶是4的群， 

模4的剩余类加群= { [0], [1]， [2 J , [31 
(；! 的元 [ 1 :] 的阶是4而 G t 是 [ 1 ]所生成的循环群 （[ 1 ]) • 


29 


5\的 的子群 

{( I ), (1 2)(3 4), ( 1 3)( 2 4), (14) (2 3) } 

叫作克莱因四元群 _ 是 S 4 的子群容易验证.我们有 
[( 1 2) ( S 4 )P = [( 1 3) ( 2 4)] 2 = [(14) (23)] 2 - (1) 

(12) (34) ( 1 3) (24) = (13) (24) (12) (3 4) = (14) (23) 

t 

(13) (24) (14) (23) = (1 4) (2 3) (1 3) (2 4) = (12) (34) 

(14) (23) (12) (34) = (1 2) (3 4) (1 4) (2 3> = (13) (24) 

这两个群显然都是交换群. 

现在证明，任何阶是〗的群都和以上两个群之一同构. 
设 G 是-个阶为4的群_那么 G 的元的阶只能是1, 2或< 
若 C ? 有一个阶为4的元 c /， 那么 G = 是一个循环_ 

而 C ? 与 (7 I 同构. 

若 G 没有阶为4的元，那么除单位元 e 外， C ? 的其它3 
个元的阶都是 2. 因此有 

G = { g ， 6 ， c } a 2 = 6 2 — c 2 

由于 (7 是群，有以我们证明 ， ab = c . 

由 校将得 = 和6 = a ,这不可能. 

由 a 将得6 = e ， 也不可能》 

由 a 6 = 6将得 a = e ， 也不可能. 

因此只能 c . 同样可证 

a 6 - 6 a = c y he cb = a 9 ca = ac = b 

比较 C ? 和的代数运算，易见6和5 4 同构. 

补充题利用6题证 明，一个 有限非交换群至少有6 个 

元. 
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§10 .不变子群、商群 

1- 假定群夕的不变子群#的阶是 2. 证明， （7 的中心 

包含 iV , 

解 令 n) y 这里 e 是 (7 的单位元.取 G 的任 
意元 a . 由于 iV 是一个不变子群，有 aTV ^/ Va ， 即 

{ a, an} = a, na } 

所以 = 这样， TV 的两个元 e 和 n 都可以和 C ? 的任何 
元 a 交换，所以 7 V 属于 G 的中心. 

2 - 证明，两个不变子群的交集还是不变子群. 

解 令7^和尺 2 是群 g 的两个不变子群•那么 / v , nw 2 , 
是 G 的一个子群 （§8, 习题 2) •我们进一步征明， N X {\N % 
是 G 的一个不变了 •群. 今 a & G ， neN { [] N l9 那么 
n eN ^ 但 iV , 和 ^ V 2 是不变子群，所以 a w eN lf 
•a n or 1 67 V 2 ， 因而 

a n a ^ 1 GiVj f] N 2 

于是 由定理 2, 是一个不变 子群. 

3- 证明，指数是 2 的子群一定是不变子群. 

解令 G 是一个群而:/ V 是 C ? 的一个指数为2的子群. 
若《€汉，那么显然有 niV = 7 Vn . 设 b ^ N . 

那 么由于 TV 的指数是2, G 被分成两个左陪集 7 V 和 6 iV ; (? 
也被分成两个右陪集 iV 和 W 6. 因此 WV = 7 V 6. 这样，对于 
C ? 的任何元 a 来说， = W a 而 7 V 是 G 的一个不变子群 # 
4. 假定 H 是 G 的子群， iV 是 C ? 的不变子群，证明， 
是 G 的子群， 
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m 由于 H 和#都不空，所以 HN 也不空 • 

设 a eHN , b eHN . 那么 

a = h l n [ 9 b^h 2 nz (hi9 n” n 2 G N) 

ab~ l = h ，，？ h ? 二 h，’ h_ 2 ' (n 7 - n j n ^ 1 ) 

由于 iV 是一个不变子群，有 

Nh~ 1 - h 1 N f n'h~ 1 = h~ l n ( n ^:N) 

2 2 2 2 

由是得 aP 1 = (h : h /) n 而是一个子群 • 

JL 

5 - 举例证明，的不变子群 W 的不变子群汉 i 未必是 
G 的不变子群〈取 S ,). 

解令 G 二 

N = { (1), (12)(34)， (13)(24), (14)(2 3)} 
N x ^ { (1) 9 (12) (34 )) 

己知 W 是 G 的一个子群（上节习题 6). 我们证明 ， W 
是的一个不变子群.为了证明这一点，我们考察，是否对 
一切 aes 4 ， 等式 

( a ) jiNtz " 1 = N 

成立.由于任何 a 都可以写成 （10 形的 2 _循环置换的乘 
积 （§ 6. 习题 5) ，我们只须对 （10 形的^来看等式 
( a ) 是否 成立. 又由于#的元的对称性，我们只须看 
n ^( l 2) 的情形，但 

(12) ( (1), (12)(34), (13) (24), (14) (23) } (12) 
={(1)， （12)(34), (14)(23)， 0 3) (24) > 

所以 W 是的一个不变子 _• 由于 W 是交换群，当然是 
汉的一个不变子群 • 但不是 S ▲的一个不变子群 • 因为 
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(13) [( 12 ) (34) J (13) = ( 14 ) ( 23 ) 

6. 一个群 G ■的可以写成形式的元叫作换位 
子，证明 I 

(i ) 所有有限个换位子的乘积作成的集合 C 是 G 的 

一 个不变子群； 

( ii ) G / C 是交换群； 

( iii ) 若 7 V 是 G 的一个不变子群，并且 G /#是交换 
群，那么 

NzdC 

解 （i ) c 的两个元的乘积仍是有限个换位子的乘 
积，因而仍是 C 的一个元. 一 个换位子的逆仍是一个换位 
子，所以 c 的一 个元的逆仍是 C 的一个元.这样 C 是一个子 

群* 

对于 c ec , aca - 1 = (accTVO c ec , 所 
以 C 是 C ? 的一个不变子群. 

( ii ) 令 a ，b GG . 那么•由此得 

ab 二 b a c ， a 6 C = 6 a c C = 6 aC 

HU oC 6 C - &(：0 0而(？/0：是交换群. 

( iii ) 因为 G 7 W 是交换群，所以对 G 的任何两个元 
a 和6 

(a TV ) ( b N ) = ( 6 N ) ( o N ) 9 a 6 = h a N 

由此得 a b 二 b a n ( n ^： N ) cT 1 b - 1 ab 二 n [ N • 

这样 W 含有一切换位子，因而含有 c . 

补充题 • 令 7 T 和 （( 山… “）属于证明 

9 

— I / - • ' * \ / ^ \ 

沉 1 2 i k ) 
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§11. 同态与不变子群 


1- 我@看一个 g 合 d 到集的满射少.证明 ， ^_A 
的子集 s 是3?的子 集互的 逆象， I 一定是 s 的象，但 若了是 
■ s 的象， s 不一定是了的逆象 • 

解 （ i ) 设 S 是5的 逆象. 这时对任一元 a €5,存在 
元 ie 了，使少 （ a ) =7,因此少 （50 czl . 来，对任 
一元孑，存在 a G S ， 使负 = 了，因此孑 c =0(5>. 
这样孑 as 、， 即了是 s 的象. _ 

( ii ) 令2二 { 1, 2，3，4 } ， ]= { 2，4 } ，^到 

7的满射是 

4>： 1 — 2， 2 一 2 , 3 — 4， 4 — 4 

取5= U ，3} • 那么 S •的象 5= {2， 4}. 但5的逆 
象是 d 妾5\ 

2. 假定群夕与群沒同态， f 是沒的 • •个不变子群，汉 
是77的 逆象. 证明， G / N ^ Q / N . 

解设所给 沒的同态满射是 

cp z a a = cp a) 

我们要建立一个到沒/瓦的同构映射 • 定义 
W I a j \[ — a N 

若 a N = b N ， 那么由于页是 iV 在 0 之下 
的象，有 ___ 

6 _ 1 a = 6’ 1 a 6 iV, o TV = 6 N 

所以少是 G / AT 到 §/ 孖的一个 映射， 
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设沒 /77 而少 （ a ) = <1，那么 

W x a A/— a TV 

所以妒是 &Viv 到沒 /77 的一个满射， _ 

若 a N + h N ， 那么由于 AT 是 77 的逆象， 
由此得 _ 

b_'a = l> l ~aT_N, ~aJj^TN 

所以妒是 GViV 与 G / 及间的一个——映射. 

最后，由于 

W ： aNbN = abN — >^blV ^ ~ alV~bJl 

少凫 G / N 与 G /冗间的一个同构映射， 

3^ 假定 (7 和沒是两个冇限循环群，它们的阶各是 w 和 
n, 证明， G 与 G 同态，当而且只当《丨〃:的时候 • 

解设 G 与 Gl 司态，那么由定理2， G / N ^ G , 这里 
W 是 G 到 g 的同态满射的核.所以 GV 7 V 的阶是但 G 7# 
的阶等于不 变了群 TV 在 G 里的指数，所以由§ 9的定理2它 
能整除 G 的 阶⑺. 由此得 Hm . _ 

反过来设令 C ? = ( a >, 0=(°) • 定义 

• •Ml 

< P : a k > a k 

若 W ， 那么 w \ h - k . 于是由 n | w ， 得-焱而 

o " = o \ 这#中是 (7 到 (7 的一个映射，容易证明，⑦是 G 到 
0的一个同态满射，因此 (7 与沒同态. 

4. 假定 (？ 是一个循环群， 7V 是 G 的一个 子群. 证明， 
GW 也是循环群， 

解循环群是交换群，所以 C? 的子群 W 是不变子群， 
而 GViV 有意义， 
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设 t ? = ( a ), 容易证明 G / iV = ( aiV )* 所以 GViV 也是 
循环群* 
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第三章环与域 


§1-加群、环的定义 


1. 证明，本节内所给的加群的一个非空子集作成一个 
子群的条件是充分而且必要的. 

解可以象证明 P .62 定理1那样完全类似地加以证明， 
这里从略. 

2. 7? = ]0， a， &， c f ， 加法和乘法由以下两个 
表给定 t 






h 



0 



b 






0 




b 


b 




b 


0 





b 



0 

0 

h 

b 


0 

0 

c 

c 


证明， i ? 作成一个环. 

解由加法表容易看出， i ? 对于加法来说，与克菜因四 
元群（参看第二章§ 9习题 6) 同构 • 因此 i ? 对于加法来说 

作成一个加群. 

及的乘法满足结 合律： 

(.xy) z = x(yz) x ， y ， 

因为当 x = 0 或 a 时， { xy ) z-x ( jy 之 ）= 0 ，尚工 = 6 或 c 时， 
ixy) z-x (yz) = yz. 



两个分配律也都 成立： 

( 1 ) x (y-hz) —xy+xz 

( 2 > (y + 2 f) x - yx + xz 

Cl ) 容易验证：当 r = 0 或 a 时 

x iy ^ 2 ) - xy + xz = 0 

当戈 = 6 或 c 时 

x (y + z) — xy + xz ^ y + 2 

现在分几种情形来验证 （2). 

当 y 和 a 中有一个为 o 时， （2) 显然成立. 

当 > — 0 ， S ★ 0，但 *v = s 时，由于/?的任何元的两 
倍都等于0,所以 （2) 也成立 • 

当： y 妾0， JS _0, y 弄;3：时，有 

(G 十 6) 2 ： = cj: = x ax + bx = 0 ^ x = x 

(6 + c 〉 x = ax = 0 bx ^ cx — x ^ x = 0 

(c + £ 2 ) x ^ bx = x cx+ox = x+ 0 = x 

由于加法满足交换律，我们己经验算了所有情形.因此 （2) 
也成立. 

这样作成一个环， 

§2. 交换律、单位元、零因子、整环 

U 证明，二项式定理 

(a + b ) " — a a 4- ( J ) a n ' l b ^- + 6* 

在交换环中成立. 

解对《用归 纳法， 当《 == 1时定理成立.设当 n = * 
时定理成立 I 





Co + 6) fc + ⑴ a**"% +… +6* 

现在看 《 = fc +1 的情形 • 由于乘法满足交换律，有 

( a + 6 r + 1 = [ a i + G ) a t -4+~ + & t ] (a + 6) 

= a ；H l C(n + l ] a fc 6 + - + [(0* 

+ … 十 6 fc + 1 

由于 （n + 0- i ) - (” i ) 有 

+…+ 6 … 

所以二项式定理在交换环中成立. 

2 - 假定一个环 i ? 对于加法来说作成一个循环群.证明, 
W 是交换环. 

解 设开作 为加群是由元《生成的循 环群. 令6和 c 是 
i ? 的任意两个元，那么 

b = ma ， c — na w 和 n 是整数 

易见 6 c = ( mrt ) a ' 1 二 cb ， 因而 i ? 是交换环. 

3 - 证明，对于有单位元的环来说，加法适合交换律是 
环定义里其它条件的结果（利招~+6) (1+1)> . 

解令《和6是及的任意两个元 • 由两个分配律得 
(a + 6) (1+1) = (a +■ 6) *14- (a+ 6) •!—a + 6+ a + 6 

— o (1 + 1) 十 6 (1. + 1) = a + g + 6 + 6 

于是有 

(—a) + a + 6+ o + 6 + ( — 6) — ( — o) + a + a + 6 + 6 + ( — 6) 

b + a = a + b 

这样就推出了加法适合交换律. 

4. 找一个我们还没有提到过的有零因了•的 环. 

解令/?=《（々6， >， a ， 6是整数 K 并且定义 


3 分 


(a, b) = ( c , d ) 当旦仅 当 e b = d 

进一步定义 

( a , 6) +■ ( c , rf ) = ( a + b + d) 

( a ， b ) { c ， d ) = ( ac ， bd ) 

这显然是 7? 的两个代数运算.由整数环的性质容易矸明， i ? 
对于如上定义的加法和乘法作成一个环，而（0， 0) 是/?的零 
元.当《爹0，0时 

( o ，0) # (0，0)， （0, fe ) — (0，0> 

但 （ a , 0)(0, 6) = (0， 0). 所以/?有零因子. 

. 5 ,证明，由所有实数 a 功/了 （ a ， 6是整数）作成的 
集合7?对于普通加法和乘法来说是一个整环. 

解 当〜6, c ， 是整数时， 

(a + 6v / 2 ) + (c + ofv /_ 2 ~) = (a + c〉 + (6 + c0 〆 了 
(<2 + 2 ) ( c + of 、 〆2 ) = (ac + 2bd) + (ad + 6c) 2. 

这里 （a + c ) ， （6+ of ) ， （ac + 2 bd ) , (ad + be ) 仍是 整数. 

所以对普通加法和乘法来说是闭的， 

普通加法和乘法适合结合律、交换律和分配律， 

(0+0 〆 — 2 ) = 0 e i ? 

对任何有-且 

((1 + 6〆— 2 ) + ( - a - 6\/^) - 0 
所以/?作成一个交换环，又1 + Oval's l € i ?, 两个非零实 

数的乘积不等于零. 

所以友是一个整环， 

§3. 除环、域 

1,尸=^所有篱数0 +以03，6是有理数) } ，证明， 


4 Q 





F 对普通加法和乘法来说作成一个域 

解容易证明， F 对普通加法和乘法来说作成一个整 
环， （参看前一节习题 5.) 

设是 F 的一个非零元.那么 a 和6不能都等于 
零，因而 f + 0 • 容易算出， 


Co+ bi) 


a _ 6 

o 2 + b z a 2 十 b 2 



— a —一 .」— 

a 2 +6 2 a 2 +6 2 

这样， F 的任意非零元在 F 中有逆而 F 是一 个域. 

2. F = 彳所有实数 a + 6 v/y ( Q ，6 是有理数) } • 

证明，尸对于普通加法和乘法来说是一个域. 

解 容易证明， F 对普通加法和乘法来说作成一个整 
环.设 a + 671■是尸的任一非零元 • 那么 a 和6不能都等于 
零，此时 G 2 -3 b 2 ^ 0 . 否则将有 a 2 二 3 b 1 • 若 b = 0 ，将得 

a =0， 与假设矛盾！若6士0,将有冬二 v ^3， 与1是有理 

o o 

数矛盾.容易算出 


Ca+ 6v 3 ) 





a 

一 •• 

-36 s 




v^ '3 6 F 


这样尸的任意非零元在 F 中有逆而 F 是一个域. 

3，征明，一个至少有两个元而且没有零固子的有限环 
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是一个 除环. 

解 令 /?• = {/? 的一切非零元 h 那么因为/?至少有两 
个元而 iT 不空.并且 

I 由于/?没有零因子，所以 /T 对乘法来说是 闭的， 

1 乘法对/?的元适合结合律，对 iT 的元当然也适 

合. 

I 由于/?没有零因子，所以消去律对7?•的元成立. 

但只有有限个元，所以 iT 作成一个乘群. 

令1是的单位元，那么由于1.0 = 0,1= 0，1也是 

7?的单位元，因此 iT 的元在乘群中的逆也是它在7?中的 

逆. 

这样及是一个除环. 

4. 证明，例3的乘法适合结合律- 
解 通过简单计算即可以证明，此处从略. 

5 - 验证，四元数除环的任意元 ( a ^ bi 9 c + di )， 这里 
a ， b ， c，of 是实数，可以写成 

(a ， 0〉+ (6 ， 0) (i*, o) + (c, 0) (0 ， 1) + W, 0) (0, 0 

的形式. 

解 （ 6 , 0 ) “， 0) = ( 6 0 ) 

(c ， 0) (0 ， .1) = (0 , c ) 

(d ， 0) (0 ， i) = (0， JO 

所以 

(a ， 0) + (6,0) (/ ， 0) + (c, 0) (0, 1) + W, 0) (0,0 

=(a ,0) -h ( 6 2, 0) + (0 ， c) + (0, di) 

=(a + b i ， c + J x ) 
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§4. 无零因子环的特征 


1* 假定 F 是一个有4个元的域，证明： 

( а ) F 的特征是2 | 

(б) F 的 ★ 0或1的两个元都适合方程 o : 2 1 _ 

解 （ a ) F 的特征是 F 的非零元的（对加法来说的） 

相同的阶，并且是一个素数， F 作为加群的阶是4，因此 F 
的非零元（对加法来说）的阶只能是1，2或4其中只有2 
是素数.所以 F 的特征菇 2. 

因此加群 F 与克菜因四元群5 4 同构.（参看第二章§ 
9习题60 


(6) 另一方面乘群的阶是3，因而是一个循环 
群 （ a ) ， 『 fifF •的元是1 ， a ， a \ 

这样 F = {0, 1， a ， aq . 由于加群尸与月 4 同构，有 

a 十 l = a 2 a 2 -h 1 = a - (a^) 2 

因此尸的_ 0 或 1 的两个元 a 和 a 2 都适合方程 x 2 + 1 . 

2.假定 [ « ] 是模《的一个剩余类，证明，若 a 同„互 
素，那么所有 [«] 的 数都问 n 互素.（这时我们说[«]同》 
互素] •) 

解令6属于模 〃的 剩余类 [a ]，那么 

n \o — b ci — h = n g 


(1 ) g 二 b + ng 

若 （6， fO 妾1，那么 6 和 n 有公因子 m > l , 于是 m 
整除 a ) 式的 心端， 因而也整除（〗）式的左端： a . 这 
样， （ a , n ) 弄1,与假设矛盾 • 这就证明了，同 n 互 
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萦. 


3- 证明，所有同 〃互 素的模 〃的 剩余类对于剩余类的 
乘法来说作成一个群.（同《互素的剩余类的个数普通用符 
号免 （《) 来表示，并且把它叫作尤拉 史函数 • > 

解 ~ G = [所有同〃互素的模《的剩余类} . 

若整数 a 和6都同《互素，那么 a &也同 a 互素.因 
此，若是 [ a ]£ C ?， ibjeG 9 那么 [ a ] C 6：^ G , 即6"对 
剩余类乘法是闭的， 

剩余类乘法适合结合律. 

由 （ I ， 《) = 1得 [ 1 ] e 而 c 有单位元 [ 1 ] • 

设 [ a ] C ( J •那么 O ， n ) = 1，冈 M 存在整数 s 和/ 5 使 

( 1 ) as -\- nt — 1 

于是 [ a ] [ s ] + [«] [*] = [1]， 但 [«] = [0]， 所以 

[ a ][ s ] =[1] •由 (1 ) 式显然有 （5， n ) = 1 , 所以 

即 (7 的任何元， [ a ] 在 <9中有逆， 

这样， G 作成一个群* 

4，证明，若是 （ a ，《 ) 二 1，那 么^ ^ = I ( n ) • 
<费马定理 •） 

解上题中群 (？ 的阶袅9 (<o ，而 [ ci ] ec ?， 因此 

(n) = [a^ n > ： = [ 1 ] M ^ ^ (n) = 1 (n) 

§5. 子环、环的同态 

1. 证明，一个环的中心是一个交换予环， 

解证明很容易，此处从略， 

2， 证明，一个除环的中心是一个域， 


U 



解由上题己知一个除环 D 的中心 Z 是一个交换子环 # 
由于 Z 含有单位元14 0,要证明 z 是一个域，只须证明， 
若非零元之€7,那么由得 

az - za 对 一 切 a eD 

由此得之 ― 1 G w “ ^z-zaz-\z- v a^az ^ 1 (a^D) ，即 ^ 

3. 证明，有理数域 Q 是所有复数 a + 6是有 

理数)作成的域 Q ( i ) 的唯一的真子域. 

解由§ 3习题1知 Q ( i ) 是一个域， 

Q 显然是 Q (0 的一个真子域. 

设 F 是 Q ( i ) 的任一子 域. 那么 F 含有元 a — o , 因 
而含有元 0—^=1. 山此得 F 含有一切整数和一切有理数， 
因而含有仏 

QczFczQd ) 

若那么至少有一个数 

a + bi 6 F ， 0 9 6 G Qf bi=o 

于 Miii + bi - g 二 bit F 9 b - 1 bi = it F • 由此得 ， F 含有一切 

G + 厶 i ‘而 F = Q ( i ) , 

所以 Q 是 Q (0 的唯一的真子域， 

4 - 证明 ， Q ( O 有而且只有两个自同构映射， 

解 设中是 0(0 的一个自同构 * 那么必然有 

少（0)=0，0(1)=1，中(^) = (|_)，皆有理数 

考察 i 的象 0( i ) ， 由 

— 1 =少（一1) ^ [0(0] 2 

得少 （ i 〉= ± f , 因此 Q (0 的自同构只能是 

• • • 
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(p it a + bi —— > a + bi 

<P zl a + b i —— > o - bi 

容易验证，少!和少 2 的确是 Q ( i ) 的自同构. 

因此 Q (i ) 只有两个自 同构， ^ 

5 - J 3表示模 3 的剩余类所作成的集合.找出加群 / 3 
的所有自同构映射；再找出域/ 3的所有自同构 映射. 

解 设少是加群/ 3 =彳 [0]， [1], [ 2 w 的一个自间 
构.那么必有少 [0 ] = [()], 因此加群/ 3 的自同构只能是 
01： [0]— ^ >[0 D , [1] — >[ 1], [2] ―>[2」 

02： [0] ― K 0], [1]— ^[2]， [2] ― K 1] 

A 显然是加群/ 3的 一 个自 同构. 容易验证，也是加 
群/ 3 的一个自 同构. 这样，加群/ 3 —共有这两个 
自 _• 

设 W 是域 J 3的一个自同构。那么必有 

y [ o ] = [ o ]， 打1]:[1] 

因而也必有少[2] = [2]. 这样的 w 显然是域/ 3 的一个自同 
构，因此域 / 3 只有 V 这个自同构* 

6,从略， 


§ 6. 多 项式环 

r 

i . 证明，假定#是一个整环，那么上的一元多项式 
环 i ? [: 幻也是•一个整环. 

解己知/? [ % ] 是一个有单位元的交 换环. 要证 x ] 
是一个整环，只须证明， i ? 1>]没有零 因子. 

设 f ( X ) , £ f (^) 6 f ( x )^ 0y g ( x ) ^ 
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那么 /(幻 和 g ( X )可以写成 

/( X) =<3 0 + a x + …+ a m x m (a , € /? ) 

9{x) =b 0 +bi x 4 -… + 6 n x ri ( 6 , € R} 

_ 

的形式，这里〜#0， ()• 于是 

f { x ) g { x ) = c 。+ 〜：!： + … + a m b ti x m ^ :1 {c i G i ?) 
但〜， b n e 尺而只无零因子，所以〜 6 n _0 而 

/ (x)ff(x) ^0 

这样， i ?[% D 没有零因子. 

2 - 假定 i ? 是模7的剩类环.在 i ?[ x ] 里把乘积 
([ 3 ] x 3 + C 5 ]x - [ 4 ]) ([4 Jx 1 - a + [ 3 ]> 

计算出来。 

解（[: 3 ] x 3 + [ 5 >- [ 4 ]) ([ 4 ] x 2 - x + [3]) 

= [ 5 ] x 6 - [ 3 > 4 + x 3 + [ 5 ]x - [ 5 ] 

3. 证明： 

( i ) a z l - RZa 29 

( ii ) 若々， x 2 ，…， 是开上的无关未定元，那么 
每一个 x , 都是 i ? 上的未定元， 

解 （ i ) 由/?[〜， a 2 ] 的定义， a , a z =«2^1 • 设 

/( ai , a 2 ) ( zJ ^ ia 19 a 2 ] 

那么 

v 蠹 

/ (« 1 9<^z) = ^ (ii , a^al 2 

iii 2 1 2 

- _ 

I 12« 2 

=^ i a 2 G R 

1 2 

因此 /?!>! ，〜] c /?[〜，〜], 同理 i ?[>:，％]• 
由最后两式得及!：〜，〜；] = Rla ^ a . 2 . 
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( ii ) 设某一 A ， 例如不是 7? 上的未定元，那么 
存在不全为0的〜， a 2 ， …， C 允，使 

这个式子可以改写成 

a Q + a：xixl 4 - + a k x k t X 2 *^^n ^ 0 

这与: Ti ，：^， …，：^是 i ? 上无关未定元的题设 矛盾. 

4. 证明： 

( i ) 若是 A ， A ， •••，工 a 和夕1，乃，…，乂*是/?上 

两组无关未定元，那么 

R t xz ， … ， >2 ， … ， y & ) • 
( U ) i ? 上的一元多项式环 /?[ 能与它的一个真子环 

同构. 

解 ⑴对 i ? Dri ， 0： 2 ，…，： f ，] 的任一元/ Or 】， x 2 •”，: rd 

规定 

/( 工 1，工2， …， + 

/( yi ， yz , ■"， y.) G Rly\^ « y 2， …， 

我们证明， 0 ^ Rlx l9 •••, 心]与 y 2 ， — y n 3 

间的一个同构 映射， 由于及 [^， a ， … 〜]的每一元只能用 
一 种方法写成 i ? 上的多琐式 / ( 工 1， 尤2， ”•，^)， 所以步 
是一个映射 * 由于 i ? [夕 i , h ， …， yJ 的元也只能用一种 
方式写成 i ? 上的多项式 /(^ yi ， j / 2 ， …， jVm ) ，所以必是一 
个单射，容易 養出， 少也是满射，并且是一个同构映射， 

( ii ) f 显然也是 i ? 上的一个未定元，并且由 （ i ) 

i ?[ x 2 3^ i ? C ^3 

但 i ?[ x 2 ：] c =/?[>] 并且显然 x € i ? Dr 2 ： J , 因此 J ? O 2 ] 是开 O ] 
的一个真子集. 


48 


§ 7 .理想 

1. 假定 i ? 是偶数环_证明，所有整数 4”( r €/?) 是 i ? 
的一 个理想 21. 等式 21- (4) 对不对？ 

解 令4~，4「 2 是迓的任意两个元.由于偶数减偶数 
还是偶数，所以 

4 ri — 4 r 2 = 4 - r 2 ) G 21 

令 r 是及的任意元.由于偶数乘偶数还是偶数，所以 

r (4 ri ) = (4 ri)r = 4 ( r x r ) 62 C 

因此 2 t 是及 的一个珂想， 

由于4 G (4) 而4 € 21，所以21弄 U ). 

2 - 假定是整数环•证明， U ，7) = (1). 

解 由于（3， 7) 是及的理想，所以（3， 7) 含 3.2=6 
以及7 — 6 = 1 而 （1〉 CI (3，7) •但所以 （3.7) 
C ：( l ). 因此 

(3，7 ) = ( 1) 

3* 假定例3 的开 是有理数域.证明，这时（2， X ) 
是一个主理想. 

解 若是有观数域，那么含有奋理数 I 因而 
它的理想（2， x ) 含有 j -2= l . 因此（2， x ) 等于主理 

/a 

想 （1) • 

4- 证明，两个理想的交集还是一个理想. 

解从略_ 
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5 -找出模6的剩余类环 i ? 的所有埋想 • 

解 /? = {[0〕，[1]， L 2], [3]，[4]，[5]>•若 

21是的一个理想，那么奴一定是加群 / e 的一个子群 • 但加 
群 i ? 是循环群，所以它的子群一定也是循环群，我们有 
C ；!- ([0]) M [0 ]f 

Gi - (L 1 ]) = 

G 3 =( C 2])--( O 4])-{ L 0] > [2]， L 4 ]f 
G 4 = 〈[3〕） = *{[ C )], 匚 3 ]k 

易见 ， G i 9 C ? 3 , (? 4 都是 i ? 的理想，因而是开的 

所有理想. 

6. 一个环 W 的一个非空子集 S 叫作的一个左埋想， 

假如 

(i ) a, 66 S >a—b^ S 

(ii> a€ S, re R — ■ >raG S 

你能不能在有理数域 F 上的 2 x 2 矩阵环里找到一 
个不是理想的左理想？ 

解令 S 是由有理数域上一切形如 

• (I I ) 

的矩阵组成的.易见 

a 9 Be s=^>A-Be s, 

Ae s 9 LeF 2 2=^LAes 

所以 s 是芦 22 的一个左 理想. 若取 


那么 





6 5 
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所以 S 不是尸 2 Z 的一个理想. 


§8. 剩余类环、同态与理想 

1. 假定我们有一个环/?的一个分类，而 S 是由所有的 
类 [ a ]，[ fe ], [ cj , …所作成的集合， 

又假定 

匸戈 ]0 ]=[欠 + y] = y] 

规定两个 S 的代数 运算， 证明，[0]是及的一个理想，并且 
给定的类刚好是摸 [ 0 ] 的/?的剩余类. 

解 ‘ 设 "，” e[0]，rG R. 那么 0] = 0：1 = [ ()]• 

M = [r] [: w J = [ ； r3CO] = C03 

Lu rD = C «3 C ^：- C 03 t ： r 3 = [03 
因此 《 —”€[ 0 ]， rMG [ 0 ]， ur € r 0 ], 而 [ 0 ] 是 i ? 的一个 

理想* 

设 Cm ] = [ ]* 劳技么 — 以3 = [03而 

u - u £ t 0 ] # 反之，设 w - r €[0]， 那么 

[ w ] — [ u ] = [w — u ] = [0] 而 [ u ] = [ u ], 

所以 = 当而级仅当 《 - uG 〔 0 ] 的时候，这 

就是说，给定的类刚好是模 [0] 的7?的剩余类， 

2. 假定0是环 i ? 到环万的一个同态 满射. 证明，少是 
/?与万间的同构映射，当而且只当0的核是；？的零理想的时 

候售 

解设必 （O =T R，T Gh 若少是一 

个同构映射，那么少是一个一一映射，因而在少之下，只有 i ? 
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的零元 0 是歹的零元 y 的逆象，这就是说，少的核是 i ? 的零 
理想彳0 }. 

反过来，设少的核是及的零理想{0}.那么7?的任何 
一个元 c ^ 0 的象7妾0 • 因此由 O ^ b ( a , be R ) # 

o ^ a - b —— > g - b _ 0 

即了 — Tm 少是一个同构 映射. 

3 - 假定 i ? 是由所苟&数 a + bi ( a , 6是 整数〉 作成的 
环. 环7?/ (1 + 0奋多少个元？ 

: 解先看 i ? 的主理想 (1 + 0 含有哪些元. 

设 a-^bie (1 + 0 • 那么 

a + bi - (x+ yi) (1 H- 0 — Or - jy) + ( 2 : + y) i 

因此，若 x 郛 Y 同为奇数或同为偶数，那么 a 和6冋为偶 
数；若 x 和 夕一竒 一偶，那么 a 和6同为奇数.这祥， g 和 
6必须有相同的岢偶性.反过来，设 a 和6有相同的奇偶 
4,那么方程组 

X — y => a x y ^ b 

奉整数解 ^ ^ ^ y = ~ — 3 - 0 因而 a + 6/ G (1 + 0 # 

£d Li 

參 

• • • 

这样，当且仅当《和&有相同的奇偶性时， 

(a -h 60 € (1 + i ) . 此时 〔a + 6 G =〔0〕 

现在设《和6—奇一偶，那么 

(a + 62 ) 二 1 + [ (g - 1) + 6i] 

而 a - 1和6有相同的奇偶性.这时 

a+ bi - I u uC (1 -r i) 

而 Ca +6 iJ « XU , 因此环允 /(1 + i ) 含两个元素 [ 0] 和 [ 1上 

* ■參觚 
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§9. 最大理想 


1- 假定及是由所有复数 a +6/ (a, 6是整数）所作成 
的环•证明，及/ (1 -f 0是一个域， 

解•只须证明， C1 + 0 是/?的一个最大理想.设21是 

• _ ■ 

/?的一个理想，并且 

(1 + 0 c=2tczi? (1 + 0 

• _ • 

I 

根据这一假设，由前一节习题3 ， a + bi ， 此处 a 和6 — 
奇~偶，因而主理想 （a+&!_) 3 1，这样213 1而21二 /?• 
另一解法，容易看出/?/ (1 + 0与模2的剩余类环 HJ 
构.因此，由于2是一个素数， i?/(l + i ) 是一个域 • 

2 - 我们看环 i? 上的一个一元多项式环 ；?[>：!, 当 i? 是 
整数环时，7?[^]的主理想（^:>是不是一个最大理想？ 
当是有理数域时，情形如何？ 

解考察况0]的理想 （2, %) • 由于 u ) 的元都 
可以写成 /U)r 的形式，此处 /( 幻所以显然有 

(^)^(2, 义 ), 2 G ( ^), (^)^(2, X) 

当/?是整数环时，由 §7 例 3, (2, x) 不是一个主理想， 
因而 


( 2 , ^) ^ ( 1 ) ^ jRZ^l, 

因此 < 幻不是一个最大理想. 

当/?是有理数域时，设议是/?[义]的一个理想，并且 

U ) cr 2[ U )_2 C 

那么 


2t 9 /( ^) = a 0 + aiX+ …+ 


a 0 爹0 
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由此得 


213/( +a 2 r+" • + a a x a ^ 1 ) - a fl 

因此213丄〜=1而21= (1) - i ?[ x 〕 •这就是说，在这一情 

°0 

形（％)是一个最大理想* 

3. 我们看所有偶数作成的环 /?. 证明， （4 >是;？的一 
个最大理想，但7?/(4)不是一个域 • 

解 （4) 刚好含有一切4 n ， 这里 n 是整数.设21是/? 
的一个理想，并且 （4 ) c =2 l ，（4)—3 U 那么 

3 o = 2m^4n 

由此 < j =4 g +2，2 l 3 4 g +2 -句=2 而议 =(2) = i ? 

这就是说， （4) 是/?的一个员大理想， 

在/?/(4)中，[2]妾 [0] 而 [2] [2〕= 1：4 ] = [0]. 
因此/?/(4> 有零因子因而不是一个域. 

4. 我们看有理数域 F 上的全部2 x 2矩阵环•证 

明，只有零理想和单位理想，但不是一个除环， 

解 设21是 F 22 的一个理想并且边¥彳0、那么21含有 
2阶矩阵 0. 

若义的秩是2，那么 d 有逆而 

A II ) 21 
此时 2 C = ( E ) = F ,,. 

若」 的秩等于 1, 则存在初等矩阵 P 和 Q, 使 

p 捧 （J l)e^ 

W 易算出 
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因此 (i o ) + (o = 而也有，21=(五）=/^”这就 

是说，尸^只有零理想和单位理想， 

所以尸 ^有零因子而不是一个 除环* 


§ iO , 商域 

!• 证明，一个域 F 是它自己的商域. 

解由于 FciF, 所以根据定理3 F 含有一个 F 的商 
域 Q: QczF . 但由商域的定义，有厂 ciQ. 所以 F = Q 而 
尸是它自己的商域. 

2 - 详细证明本节定理3 • 

解我们只须证明，在定理的证明中所做的豆是域 F 的 
一个子域. 

由于 Q 是尸 的一个子集， Q 的加法和乘法是 

a c _ ad 女 be 

6 d bd 

a c _ ac 

_• ■ . •_■■■■■ 

b d bd 


我们按照 p_ 97 所列的条件来验证 Q 是 F 的一个子域. 
Q 包食1,所以 Q 包含一个不等于零的元, 
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第四章 整环里的因子分解 

• • ^ 

% • • • 

■ 

• • • ^ 

• • • S 

§1. 素元、唯一分解 

• S . • • m . 

- 1- 证明， . 0不是任何元的真因子 . 

• • 

解若0是元 a 的因子，.那么 a =： 0. c - 0 # 但_0 

• • • 

G 是单位），所以0是0的相伴元， .® 此0.不是 a ：. ( == 0) 真因 

• • 1 • 

• • • • 

子. . - 

2. 我们 潛以 下的整环/ : /刚好包含所有可以写成. 

• • 參 # « * 

( a ) 是任意整数， 、砉 >0的整'叛）形式 

«• •• • 

• r 

- J # 

的有迎 数. /的哪些个元是单位，哪些个元是素元？. 

解/的元总可以写成 
( a ) 2、 \ i 整数，“奇数） 

的形式 .• . ... . 

• • • 

( i ) 设占=2_«菇/的一个单位 < 那么存在使 

^*2^^ 1 ,即厂丄二么― 1 

于是由于/的元都存 （ a ) 的形式，必有 w = ± 1而 e = ± 2、 

I • 

反过来，.设/整数），那么^有逆^一 1 = ± 2_』而 

t • . * 

£是/的单位.所以/的单位是一切可以写成 ±2 f U 整数) 
形式的元. 

( H ) 要宥/的元2、是不是/的素元，山定理2只 
须看它的相伴元《是不：/的素元. 
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若奇数 《 在整数中不是素数，那么此处^和 
u 2 都是不等于± 1的奇数，因而由 （ i ) 都不是/的单位. 
这就是说， U 也不是/的素元，若奇数《在整数环中是一个 
素数而在/中 ， 

( 2 t l tJi ) (2 iz u 2 ) - 2 il + i 2 u l U2 

此处 W 和 h 是奇数，那么必有^ ^ 0， u ^ u ： u 2m ，是由 
于泣是素数，和心中必然有一个是±1而和中 
必然有一个是/的单位.这就是说，《也是/的素 元. 所以 
/的素元是一切可以写成24,其中》是奇数的元 • 

3. I 是刚好包含所有复数 

a < a , 6是整数） 

的整环*证明 5 不是/的素元. 5 有没有唯一分解？ 

解 与本节的例完全类似，容易证明： 

( i ) ^的一个元 s 是- 个单位，当而且只 UP = 1 

的时候 . /只有4个单位，就是± 1和± L 

(ii) 适合条件 Ml 2 = 5 的/的元 a —定是素元 • 

我们进一步证明， 

( iii ) 5不是7的一个素元，并且5有唯一分解， 

由于 ^ 

(1) 5 = (1 十 2 v /3) (1 -2^2) 

而丨 1 +2 v ^2—1 2 = 11-2 n / Y 1 2 = 5，所以根据（《)，<1)式 

给出了 5的一个素元分解而5不是/的一个素元.设 

(2) 5 - a x a z -^ a m 

是 5 在/中的任一素元分解.那么由于 5 不是素元.《 >2. 
另一方面 

I … i 〜 i 2 
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由于 A 不是单位，是不等于1的正整数，所以⑺=2 
而（2> 必是5 的形式，并且 = |/8| 2 =5 • 由此易 

见，5只能有四种素元分解： 

5 = (1 + 20 (1 - 20 

5 — (一 1 — 20 (— l + 2 i ) = 匚一 1(1 十20 ] 

[-1(1-20] 

5 = (2 + i) (2 - 0 - Li (1 - 2 /) ] (1 + 20 ] 

5 - (- 2-0 (- 2+0 = ] 20 ] [“1 + 203 

因此，由于±1, 土；都是/的单位， 5 有唯一分解 • 

§ 2 . 唯一 分解环 

1. 证明本节的推论. 

解先证：一个唯一分解环/的《个元 A ， ，…， 
〜在/里一定有最大公因子.我们用归纳法. 

当 n = 2 时，由定理3,结论成立- 
设《=灸—1 (2<為~1)时，结论成立. 

9 

看 n = A 的 情形. 设 q ， 〜，…，化-:的一个最大公因 
子是 A 而 〜 的一个最大公因子是 €/• 那么 

c/Wi I Oi , a 2 ， … 〜一 ” d\a k 

所以4是〜， a 2 ，…， a * 的一个公 因子. 设 c 是1 ， a 2 ，…， 
的任一公 因子. 那么 cIa ， a 2 ， …， t 因而 eH * 于是 
由 cl 〜得 cK 所以 d 是 A ， a 2 …， A 的一个最大公因子 • 
这样，结论对任何 n 成立+ ' 

至于 A ， a 2 ，…， 〜的两个最大公因子只能差一个单位 
因子的证明，同定理3的相应证明， 


59 


2 - 假定在一个唯一分解环里 

• 攀 •參 

• • 雖 

a ; a 2 - clb Z9 ( 〜不全为零） 

证明：当而且只当 c / 是 a ,， g 2 ，…， 〜 的一个最大公因子的 
时候，&1， ，…， 6 a :4: 素. • 

解假僉^不是〜， a 2 ， …， A 的一个最大公因子•令 
c ^ a 19 〜•■，，心的一个最大公因子，那么 c / k , c ^ dh , ]& 

处 A 不蟲一 个单位 • 于是对 /=1，2， …，”有 

• - 

ai^ck i — dhk i = db i 

• _ 

由于 《 n 不全为零，得 c /— 0 ，因而沾, = 6; ，即 A 遇 6〖6 2 y •…， 

h 的一个非单位公因子.这就是说， H ，，， 6 & 不互素. 
假定 c / 是 A ， a 2 , •"〜的一个最大公 因子. 令/是6^ 

6 2 ，…，的一个公因子，那么心是〜 ， a 2 …，心的一个公 

• ^ 

因子，因而由此得 fU ， 而 f 始一个单位.所以心， 

* • • ■ 

…心只有单位公因子，即心，6 2 ，…， . 乂互素* 

• • • 

3. 假定/是一个整环 ， （a )和 （&) fe / 的两个主埋想 • 
证明： < a ) =⑹当而旦只当6是 a 的相伴元的时候， 

解：设 （ a ) = (6) • 那么 a e (6) 所以 a =吣.同样 

1 • • • 

有6 =6，因而 a = Wa . 若 a == 0 ,那么6 = 0，而&是 a 

_ •• • • 

的一个相伴元 • 若 a 々0， 那么打=1， f 是一个单位而6 
也是 a 的一个相伴元 •. 

./设6是 a , 的一个栢伴元，那么 fa , f 是一 个单位 • 
由此得 （6) C ：( cO . 但 《=户6, 所以 （ a )<=(6). 这样 
( a > = (6> • ‘ ' 
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\ § 3. 主理想环 

• • • 

I • 

U 假定/是一个主理想环，并且 （A b ) - { d ) 

证明:. 3是《和6的一个最大公因予，因此 a 和6的任 何烺 

大公因子 d 都可 以写成以下 形式： . ' 

• • 

d = 5 a + tb ( s ，/ £ /) 

解由 （ a , 6) = ( d ) 得 aG ( af )，66 ( d ) . 因此 c / la ， 
c /|6 而是 a 和 6 的一个公因子.又由 ( a , 6) 得 
d 二 — ， t ' en • 因此由 da 和可得 cl 尸，即 

a 和 6 的任何公因子，都能整除所以 d 是 a 和 6 的一个 
最大公因子 • 

若 v 是认和 6.的任一最大公因子， 那么以 是^的相作 

元 t cT 二 ed ( e ；^/ 的一个单位）•囚 jit 

* • / • • ^ • 

• , •• •• • 

d f — es / a + st ’ t > = sa + tb { s，i ^ 1) 

• 产 • ■ <• •• > 

2, — 个主理魁环 / 的每一个非零最大理想都是由一个 

素元所生 成的. ' 

解 、设 （4 是/的一个非岑最大迎想.那么由 （ a ) 

得 a 不是一个单位；由 （ a ) 非零得 a ★ 0 .若《不是一个尜元， 

那么其中6是 a 的一个哀•因 子， 于是（6)二》(幻^ 

• • 

但由于 6 : 不是单位 ， w . h . 由于6小的一个 : 相伴元， 
<6)^( a )； 这样 （ a ) 不是/的一个最大理想/与德设矛 

盾. 

9 • 

tt 

3, , 我们看两个主理想环/和/。，这里/。是/的一个 
子环 • 假定《和6是/。:的两个元而 d 是这两个元在/。卑的 
- 一个最太公爾子•诞明,也是这两个元在/里的一个鏺大公 

▼ * •.蜃 

- • • • .. 

M 


因子 • 

解由于八是一个主理想环，根据题1, 

( 1 ) d ^ sa-\- tb / 6 / 0 ) 

在 / 中， d 显然也是 a 和6的一个公因子.设 c 是 a 和 
6在/中的任一公 因子. 那么由于 （1) 式在/中仍然成立 • 
c 能整除 （1) 式的右端，因而也能整除它的左端 c / # 这样 d 
也是 o 和6在/中的一个最大公因子. 

§4. 欧氏环 

U 证明，一个域 F —定是一个欧氏环 • 
m 令一切> 0的整数 k 定义 

^Pt a ——> 1 Q 6 F ， 

那么0是到 A / 的一个映射.给了的一个元 a , 尸的 
任何元&可以写成 

b : (6 a ’ 1 ) a -K 0 
所以 F 是一个欧氏环 • 

2 - 看有理数域 F 上的一元多项式环 F [ a ]， 理想 

Or 2 + 1 ， x 5 +/ + 1> 

等中怎样的一个主理想？ 

M 由于（工 5 +? + 1) - X 3 ( X 2 十 1) = 1,所以 

、 ie (x 1 + 1 ， x 5 + x 3 + i) 

由是得 Cr 2 +1， x 5 + x 3 +1) ^ ( 1). 

3 - 证明，由所有复数 a +6 i ( a , 6是整数）所作成的 
环/?是一个欧 氏环. （取少(《) = |«| 2 . > 

解令 W 是一切>0的整数作成的集合而是/?的一 
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切非零元作成的集合，定义 
01 a — 

那么少是到 TV 的一个映射. 

令 a = d +6!’是/?•的一个元 • 那么在复数域中 a 有逆 




<P (a) 


令 /3 = c + rfi 是/?的任何一元。那么 (/9 a — l ) a 而 






(c + cfO ^ 


a 


b 


0( a ) 


0 (a) 


= k f +n 

其中 p 和 p 是有理数，可以找到整数 a 和 /, 使 


IV -*1 <音 i 卜 


因而 


1^ -〜<士 （" <士 


4义= A + Uy 5|5^ 

# = A’ a = Aa + (A’ — A) <r = Acr + p 

由于卢， 如 6 i ?， 所以 pe / e , 这里或者 p = o 或者 

\p\ z = -A\ 2 \a\ 2 =[(^ -k) 2 + Q f -l) 2 2W\ 


2 


ri 


——十 


^ la | 2 <] a | 


% 


即少 ( P >< 步 （ a ) , 所以 i ? 是一个欧氏环, 


6S 


§5. 多项式环的因子分解 

T . •假定 •/ 是一个唯一分解环而 Q 是/的商域_证明， 

■/ [>] 的一个多项式若是在里可约， 它在几 己 
经可约 • 

解令 f (幻是/[%]的一个多项式，并且在 Q [ x ] 里 
可约 . f U > 可以写成 f U > =0//。（0：),这里/。 ㈤ 是 
/[ X ]的一个本原多项式 • 因为是 Q 的一个单位而 /0) 在 

里可约，所以 / 0 U ) 在 Qt >] 里可约，于是由引理3, 
/o ( x ) 从而 / O ) 在 / [ 里可约. 

2 - 假定/[ X 〕是整环/ 上的一 元多项式环， fix ) 馬 
于 /[>] 但不嵐于八并且 / U ) 的最高系数是•/的一个卓 
位. 证明 / U ) 在商分解_ 

參 

解 O ) 首先以下简单事实成立：若 a 和6菇/的 
元， s 是/的一个单位而那么 a 和6都是/的单位 • 
这是因为 

ab = 5 =^ a (be ^ 1 ) = 1 ， (^ 1 ci)b^ 1 

( ii ) 现在证明，/ O ) 在 /[> 〕里可以分解为有限个不 
可约多项式的乘积。若/ (幻本身是的一个不呵约多 
项式，那么用不着再证明什么.设 /( 幻在 / Cx 〕 里吋约： 

/( 欠〉 = g(.^)h{ x) ' 

这里 9( 幻和 M 幻是 / U ) 的真因子•若没 U )， h { x ) 
中有一个属于/,例如5(幻=“6/，那么^|与&(幻的最 
高系数6的乘积等于/(^)的最高系数 v 这里 e 依照题设 

是7的一个单位 • 罔此由 U ), «也是/的一个单位，:、与 
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a 是 /(幻 的一个真因子的假设 矛砑. 这样 PU ) 和 AU ) 

的次数都大于零因而都小于 /( W 的次数，并且由 （ O , g 

(幻和 A (幻的最高系数都是/的单位.因此可以同样地 

对 5 U ) 和 AU ) 迸行对 / U ) 的论证，由于 / U ) 的次 

数有限，最后可以在 /[ x ] 里把 /( 幻分解 为有限 个不可 

约多项式的乘积. 

■» 

§6. 因子分解和多项式的根 

L 假定 开是模 16的剩余类环.介 [ x ] 的多项式 x 2 在 
i ? 里冇多少个很？- 

解在刃里共有4个根，即[0]，〔4〕，[8]，[12：|. 
2. 假定 F 是模3的剩余类环 • 看的多 项式/ 

fix) = X 3 - X 9 

证明， /( a ) 二0，不管 a 是厂 的哪一 个元. 

# 9 

I • 

解从略* 

3 - 证明本节的导数规则. 

解从略， 
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第五章扩域 

§ 1. 扩域、素域 


证 F ( s ) 的一切添加 s 的有限子集于 F 所得子域 
的并集歹是一个域. 

解设那么 

a ; 八（以 1， A … ， a^) 
fz & 而， … ， a a ) 

这里 { a 19 a 29 •” a a }= 〜 C ： s 而八和八（ 关 0) 是 F 上 q ， 

心， …， L 的多项式.由于 h 是 5 的一个有限子集，因此 
^ F ( s a ) [¥• 这就是说， F (^) czF . 反过来，显然 
FczF ( s ) m 因此而 F 是一个域* 

' § 2. 单扩域 

!• 令 E 是域 F 的一个扩域而尸，证明， a 是 F 上 
一个代数元，并且 F 仏） = 

解 1 < x ) 是 F (：0 的一个非零多项式，并且 

/( a ) - 0 

所以 a 是 F 上的一个代数元 # 

由 于厂⑷ 含厂和《,所以 FczFO 〉. 

由于 F 是含 F 和 a 的一个五的子域而尸⑻ 是含 F 和 a 
的£:最小子域，所以 
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这样 F ( a ) = F * 

2 - 令 尸 是有理数域•复数 f 和^^在尸上的极小多 

I 一 1 

项式各是什么？ F ( !•> 和尸是否同构？ 

解 显然因而 
另一方面 





F 


2i 




因而 FU ) c =/^^^_ 这样 F ( O 因而 

F( 

F 上的一次多项式 /( X ) 是有理数）显然不 

能满足条件 /(: ‘）= 0,所以/在 F 上的极小多项式不能 
是一 次的. 但 F 上的二次多项式/> (^) =3： 2 4- JL 满足条件 
P { t )^ 0. 所以 f 在 F 上的极小多项式是 W + 1 • 

同样在/7上的极小多项式不可能是一次的.由 

I — 1 . 


1 一 (2/+1) (£+1) — 1 _ .3 . 

薦 ■ ■ • • ■ • • » ■ ■ . 1 . ■春 _ •• _■ ■ ■ - — • •■ • ~~ ▲ 

i 一 1 - (i - 1) a + 1) 2 2 

r • • ， 
k • 

容易算山，4 ( 土土在 F 上的极小多项式是: r 2 - 工+ 1 

t 一 1 Z 

» 

3. 详细证明，定理3中《在域 F 上的极小多项式是 

P ( x ) m 

解 令豇是 中一 切满足条件 / ( a ) = 0 的多项式 
/ (幻作成的集合. 山于办 U ) G 51，所以21不空，设 
/ U ), g { x ) e ^ Kuh ( x ) eFLxJ . 那么 

/ («) = 0 , g (a) = 0 =#> f (a) - g (a) ^ 0 

4/( 义） - g (^) G 21 

/(a) = 0 ^=^>h (a) f (a) = o .=¥h ( ^) / (^r) € 2C 

所以 21 是 F [ x ：] 的一个理想. 但出 于厂 〔 x ] 是一个主理想 
环，所以 2 t 二（义⑻） . 由_7:沘 3 f ( x ) # 0，所以21不是 
零埋想而 ( x ) ★ 0. 可以假定/^ ( a ) 的最高系数是 U . 
但21中一切_/ (幻都能被/(幻整除，因此^ U ) 是21； 
中次数最低的多项忒，而它是 a 在域 F 上的极小多项式.又 
由/>! O ) 1夕（幻而/> (幻不可约 ，^ P (^) = cp , ( x ) 3 
c eF , 但 p u ) 和九 o ) 的最高系数都是 i ，所以 au ) 
~ P 1 ( x ) 而 P 〈 ％ ) 是 a 在 F 上的极小多项式. 

4. 证明，定理3中的尸⑻ 

解由于 K 是域尸的扩域而 <尺，所以 F ⑷ c =_ ft ：. 
令#是 / C 的任一元.令 K 与 F [ x ] /夕 （ x ) 间的同构映 

射为少，而 P 在少之下的 象为歹 • 那么 

•• ■ * * • •» • • 

A •_ •• m *S m • • 

^ = b n x m + 叫十 … + 
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由于在同构映射少之下，万的逆象是$，•的逆象是 
F ， i =0, 1， •••，m ， 至的逆象是 a , 所以 

^ = b m a n + 6 m _ 1 a tn ' _l + …+ b 0 

而 /3 GF («) . 这样反过来有 ㈤ 而芦 ( a ) = 

• I 

• 4 # t 

r k • r ♦ 

參 • • 

• • • • • 

§3, 代数扩域 

參鲁 # • ■ _ •參 • - 

• - - . # * 

1- 令 E 是域 F 的一个代数扩域，.而 a 是丑上 的一个 

代数充 • •证明， a 是 F 上的一个代 数元. 

^解因为 a 是域尺上的一个代数元，所以存在五土的 

多项式， /U )々0， 使 

( 1 ) . / ( rz ) = a n a u + + ** v + a 0 - 0 (a { ) 

由于 £ 是域 F 的一个代数扩域，所以 a n 都是 F 上代数元，’ 

而正的子域 ^"：=F (a。， 〜，•、•，‘〜） ：是尸 上一个有限扩 

域.但由（1)，《显然是厂/上一个代 数元. 所以是 

E f 上一个有限扩域闪河丑—个有限扩域 • 这样 

E f ( a ) = IT ( a ； , a ” •…， a n 一】， or ) . 

是 F 上一个代数扩域而 a 是 F 上一 个代数元. 

2* 令尸，/和五是三个域并且 Fcz/d£^ 

假定 ： ' . 

</ ： F) ^ m 

而 f 的元4在尸上的次数是乃，并旦.（讲， ? i ) ^ 1 # 

证明， a 在/上的次数也是 r ? • . 

解由于 a 在/ 7 上的次数足》,所以 a 在 F ± 的钗小多 
项式 ， U ) 的次数菇《 • 设《 _在/上的极小多项•式 p …、 x 人 
的次数是\那么由于 P ( A ：) 也是/上的多项式， mpl { x )\ 




，（幻而设 / fe ) 在 F ( a ) 上的次数为 f . 那么 

(1(a) : F) = U (a) : F (a) (F («) : F) =in 
U ( a ) t F ) - U ( a ) 1/)(/： F ) =sm 
因此 h =伽而 《 Um •但（切， ”）=1， 所以 n I 、 

由和 nU 得 5 = 这就是说， a 在/上的次 
数也是 n. 

3. 令域 F 的特征不是2, E 是尸的一个扩域，并且 

(E ： F) ^ 4 

证明，存在一个满足条件 Fc :/ c :£' 的 F 的二次扩域/的 
充分与必要条件是： E ^ F ( a ) 而《在尸上的极小多项式是 

: r 4 + ox 1 + b 

解 先证条件是充 分的. 设五 = F ( a ) 而 a 在尸上的极 
小多项式是/ + ar 2 +6,那么令 Y = F ( a 2 ), 就显然有 Fez 
JezE ^ 由于欠 4 + ax 2 + b 在/ 上不可约，所以 ^rz + ar 十 6 

在 F 上也不可约，但 

( a 2 ) 2 + a ( a 2 ) 4- 6 = a 4 + aa 1 +6=0 

所以 x 2 f ox-f 6 是 V 在 厂上的 极小多项式而 / 是 F 的二 
次扩域. 

现在反过来证明条件是必要的.设 

FczIcE (/ ： F) = 2 (E ： F) - 4 

(i ) 显然有 （E : /) = 2. 取06丑， 0 ^ 1 9 那么《 
在/上的次数是2 .设0在 /. 上的极小多项式是 x 2 + /9 x + v » 
那么 

0 v €/ 

由于 F 的特征不是2, |有 意义， 我们有 
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4 .^+^： + -V 

iN 2 L 4 4 

T 

令 0=0 + 夸， （5=_^ 2 一 y ， 那么五 =J ( CD ) 而 O 在 / 上的 

极小多项式是 x 2 -<5(<3€/)* 

< ii ) 设 <5 Si 7 ， 那么 <3 在 F 上的极小多项式是 

j： 2 + gx + 6 (a 9 6GZ 7 ) 

由于 a ; 2 = <5，所以 o )‘ + aco 1 + 6 = 0 •但 

J 二 F 0) ， E = I (co) — F (( 5 , a>) — f (oy) 

而(五： F ) = 4 , 所以 ◦ 在尸上的极小多项式是 x 4 + ax 2 +6. 

( in ) 若3 G F ， 那么由于 （/ : F ) = 2，与 （i ) 平 
行可以找到 J e /， 尸而取 cy = o(i + A ), 那么 

1 - co z ( I + 2 又 + A 2 ) 

由于 o > 2 = c 5 eF 而 1 +2 A + A 2 ^ F , 所以 a / 2 =( 5 ^ F * 
于是与 （ H ) —样有 E = F (. co f ) 而 6 /在 F 上的极小多项式是 

x 4 + ax 1 + 

4 . 令芯是域 F 的一个有限扩域，那么总存在丑的有限 
个元 A ， a 2 ， …，，使 

E = F (a l9 a Z9 …， a m ) 

解设那么£'作为 F 上向量空间有一组 
基 A ， a 2 ，…， '• 显然 

E - F \a x , “ ， … ， a m ) 

5. 令 F 是有理数域，看添加复数于 F 所得扩域 

B \ = F (2+, 2’巧】 


n 


a>^ 1 

证明： 

- 1 … :二： -.'- ， 

(£\:F (2、)= 2 ( E t : F ) = 6 

參 • ^ 籲 ■ ♦參% 

、 . •• • • . . 

* 

t 

_ 

: F (2 T ))= 4 ( E 1 : F ) = 12 

■ • 

• _ _ * 

•鬌 

i • 1 + / 二 i 

解 E ., = F (2\ 9 2" i ) = F (2\ o => F (2 l ^=yF 

• ••- - ■- • • ••• -••』•：=.■ 

、丄 • ， • • • •： ：• ^ i ： ^ 

因为而《•是 x 2 + l 的根，所以(取：^(2^> = 2. 

• . • • • •〆 ••• • ： ；： : . ' 

, • : •， • ••■•.. 

’ 《 a * k ⑩拳 • • 

i _ 1 

因为2 3 €厂而2 3 是尸上 不可约多项式 x 3 - 2的一个根, 

… j* ■ •■ • • • • — 

• - . .. • - - 

. • - \ •• ■■ •—— ' 

所以 F (2^ ) 是 F 上一+ 3 次化域••因此 乂 " 

厶 L : •- ^ 7 ‘ 


( F ,： F ) 


- !_ ■ - 1: - 

E, : F (?/')) (F(2 3 ：) : fJ- 2X3= 6 


“ 选 (2 3 厂 2%vi> 得五 ” — (oi) 3 


2 


子 kip ■得 v /~3 e 丑“ 所以 

• • r .-••••• V 







n 



易见任 V: F <2% V"3 )) =2. 但 \^* ? F (2^) • 否则 

F (2^)=^ F ( v / T )=3 F 

w 

垂 

9 

而 (, F { 2 Z ) : F ) = 3,, (F(v^T) : F) =2, 与定理 1 矛盾 • 
这样 

{Fi2^ 9 \/T) ：F (2 T ) = 2 (£\:F(2 T )) = 4 

于是由 （F (2^) : 3#- (E 2 : JO =12. 


§4. 多项式的分裂域 

• r 

• • m • 

9 

， • 

I 

■ 

1. 证明，宿理数域 F 上多项戎 X 4 + 1的分裂域是一 
:个单 扩域尸 （ A ， 其屮《是 W + 1的一个根 .’ 

解在复數域 c 里 

工 4 + 1 = Or 2 — \/ 2 x 4- X ) ( x 2 + v 7 歹 x + 1 ) 

所以在 C 里1的4个根是， 

卩1 = . 2 ( 1 + «) ， A = (1 - 2) ， 

1 • 

. flj 于 a 2 = — af ， . 辟厂 （a! ， a 29 . a 39 cr 4 ) = F (a L ) ，所以 

单扩域尸 (A ) 就是 1 在 F 上的分 裂域. ' 

• 2. 令尸 是有理数域 ， a : 3 - a 是 F 上一个不可约多项 
式而 a 的一个根•证明， F ⑹不是 a 在芦 
上的分裂域 • 
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X 


3 


解 a : 3 - fl 的三个根是 a T ， a ^ o> f a T ^, 其中 

一 1 十 x / Yi . 

— ■ | > __ " ■， 1 

2 

«在 F 上的分裂域是 


O ) 


o 


3 


E - F (o 3 1 a^coy a ^co 2 ) = F (a% co) 


i 


我们有 F ( a 3 , co )〕 FH )=> F \ 由于 o > 不属于 F ( a 3 ) 而 a > 是 F 


( a T ) 上多项式 x 2 + x + 1 的根，所以 


( F ( a r , < o ) : F ( a 3 )) = 2 


基 

T 


又由于 a 3 是尸上 不可约多项式 X 


a 


a 的根，所以 


(F ( o ^> : F ) ^ 3 

因此 （£： : F ) = 6 •令 cr 是多项式 x 3 - a 的任一根•那么 
( F ( a ) : F )^ Z . 所以，即 F ⑷不是 x 3 - «在 F 


上的分裂域. 

3* 令办1(幻， P2O 〉， …， Pm { X 、 是域厂上⑺个 
最高系数为1的不可约多 项式. 证明，存在 F 的一个有限扩域 


F (»1 , a^ f … ， a m ) 


其中 m 在 F 上的极小多项式是 P 八 X 、. 

解 令/ 7 <幻(幻 /M 幻… 做 f (<> 在 
域 F 上的分裂域£'含有 f ( W 的所有根，因而含有〜， 
a 2 ， …，〜，其中义各是(幻的 一 个根， i 二1，2， 

因此 


Ez^F (a l9 a 29 ••■， a m ) 
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由于 化（ 幻 …， An (幻都是 F 上最髙系数为1的不可约 
多项式，所以它们分别是〜，…， I 在 F 上的极小多 
项式.由于 心，，…， ‘都是 F 上的代数元，所以 F ( q , 
a 2 j a m ) 是 F 上的一个有限扩域. 

4. 令尸是•一个特征为素数 P 的域， F^P ( a ) 是尸的 
一个单扩域，而 a 是尸 d ] 的多项式 a 的一个根， 

P ia ) 是不是 a 在尸上的分裂域？ 

解由于《是 a 的一个根，所以但域 P 
因而 域尸的 特征是 P ， 所以在 F [^] 中 

x p — o = x p — a p ^ (x — a) p 

这样是添加 J ^- CZ 的户 个相同的根于 p 而得到的，因 
此 P («) 是 y - a 在尸上的分裂域. 

§5. 有限域 

K 令 F 是一个含户 a 个元的有限域 . ffi 明，对于》的每 
一个因数 m >0， 存在并且只存在 F 的一个有 P " 个元的子 

域艺 • 

解令 F 所含素域为 A ，那么根据本节定理2,尸是 

多项式 V a - x 在 A 上的分裂域，若正整数 m 整除《 : 
n - md y 那么 P ° — 1 = ( p m ) ^ 一 1,因而 — 1: 

- I = 于是 

X p — X 二 X (X 卜 1 一 1) = x[ {x p ~ x ) f 一 1 ] 

由此得 - llx ’ 1 - 1,即: T ’ xU ’ - X •但/，含工’ 一欠 

的所有拫，因此厂也含 p x 的所 有根. 由定理3的证 
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明，这些根作成一个有个元的 F 的子域若二也是7 

个有7^个元的 F 的子域，那么根据定理2 , A 也是由 
- a 在 F 中的所有根作成的，因而 

2. 一个有限域一定有比它大的代数扩域. • 

解令 F 是一个含有 /> tt •个元的有限域，在 F 上做多项 

• t 

^ • * • . 

式 P 2a - %的分裂域五，那么尸 dE ， 并 且五是 F 的， 

个代数 扩域. 但召至少含有多项式%的 i > 2a 个不同 

的根,因此五大于 F , " : 

• . .. - 

读者可以自己证明 ，五 实际上是: r ”" - x 在芦所含素域 
A 上的分 裂域， ..♦ 

3 - 令 K 是一个有限域， A ，是它所含素域并旦 F < A ( a \ 9 

• •• • ■ r • • ▼ 

a 是否必须是厂的非零元所作成的乘群的一个生成元？ 

解令 A 是竹征为3的素域，它的元用0， ] ，2米表示. 
这三个元都不是 /( 幻+ 1的根，所以/(幻是 △ 上的 
一个不可约多项式.做 A 上单代数扩域 ^ = A ( a ), 其中 a 在 
A 上的极小多项式是 /( . 那么 F 有&个元而 F 的非零元 

所作成的乘群的阶是 8 .但 . • 

or 2 = — 1 a 4 = 1 

所以《不是的一个坐 成元. ' 

4 . 令 △是 特征为2的素域 • 找出 △[ %]的一切三次不 
可约多 项式. • 

解因为 A 只有两个元0和1.，而 Ad ] 的常数项为0 
的三次多项式显然可约，所以 A [ x ] 最多有以下4个三次不 
可约的多 项式： 

x s + x 2 十 X+l ， x 3 + ： c 2 +l ， X s + X + 1, X 8 + 1 


76 


但 1 是十 P +工 + 1和: r s + 1的根，所以这两个多项式在 
厶上可约•因为0和1都不是 x s + x 2 + 1和: c 3 + x 十1的根， 

所以只有后两个多项式是 A [ ^ ] 的不可约多项式. 

參 • A 

參 • 雜 , i 參 

* 馨 ■ _ 籲馨 

• • • r 

§6. 可离扩域 * 

r 

• • • 

U 4域 F 的特征是 h /(幻是卩上一个不可约多项 

• _ • ^ 屬 

•'•••■• • • • • •• 

式，并且/(%)可以写成 F 上 X ’但不能写成 + 1 的多项 

參 參 

■ • 

式 ( e > l ). 证明，/( X )的每一个根的重复度都是 . 

解设 /( 幻 =£7( x ^) , 这甩夕 ㈤ 是 F 上一个多项 
式*由于 / U ) 在芦上不可约，并且/ 〈幻不 能写成 F 

上 x / h 的多项式，所以 g ( 幻 在/ r 上不可约并乜不 .. 能写 
歳，上 W 的多项式•因他由引理1 ， a ( V ).没有 重根. 令 E 
是多项式 /( 幻 g (^)在，上的一个分裂域、那么在丑里 

g (^) ^ d m ( x - /?, ) {xU … - (3 m y 
这里〜€：厂 ， h G E ， i = l ， 2，…， m ， 并且当关 / 时， & 

爹而 ： ‘ • 

/(^) - g ( x ^ e ) = a . n ( x pe - p t ) (x〆 -/5之） … （工’ U 

令 G 是/ ( x ) 在 E 1 R 的任何一个根，那么 

( 1 ) / (a) - a, r , (a p e - ^ L ) (a p1t - p 2 ) -- (a p ^ - /? m ) = 0 

由于#4 = 1， 2, …， m ) 各不相等 ，（1) 式中只有一个因 

子 

〆 - /h = 0 ， 即 

• • •• • 

由于 /( 幻在五中完全分解，所以在五中有 / U ) 的 m 个 
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不同的根幻，使2，…， m ). 这样 

/(at) -a m (x p -a{ € ) {x p -a\ )•••(〆 -af) 


-a m {x — a l ) p *{x- a z ) p § ••- (x - a m ) p 

因而 f { x ) 的每一个根的 m 复度都是 

2. 设域 F 没有不可离扩域.证明， F 的任一代数扩域 
都没有不可离扩域. 

解设石是厂的一个代数扩域而《是 E 上的一个代数 


元*令这在五上的极小多项式是 

/ ( ^) = ： ! ： ■+ — 上工 ” 一 1 十…十 


那么由于£是尸的代数扩域，0。，…， 

数元，于是〃是 F 上有限扩域 FW 。， 

元，因而也是 F 上的代数元.但 F 没有不可离扩域， 所以 


/3_，都是 F 上的代 
”，的代数 


«是厂上可离元，而 a 在 F 上的极小多项式 p ( x ) 没有電 
根.但/(幻丨5(幻，所以 /( 幻也没有重根，而 a 是瓦上 
的可离元.这样， 五 上的任意代数元都是五上的可离元， 
即£'没有不可离扩域. 


3. 令域 F 的特征是而五=尸(江， 〆 )，这里 a 是 F 
上《次可离元，而芦是尸 上户 次非可离元. （£: F )=? 

解按照题设，^在 F 上的极小多项式 /(rO 的次数是 
P . 令卢在 F ⑹上的极小多项式是 / Kx ), 那么 A ( x ),|/ 
(幻，因而 A ( 幻的次数 </>• 

设 A (幻的次数小于 f >. 那么不能写成分( V ) 
的形式，这里 S (幻是的一个多项式.因此0是 
F { a ) 上的一个可 离元. 但《是，上一个可离元，所以根据 
引理4, >8也是 F 上一个可离元，与0是 F 上一个非可离元 
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的题设矛盾，这样， A (幻的次数是于是有 

(-P ( a f I F ( a )) - p f (F ( or ) l F ) - n ^ 

(E : F ) = ( F ( a , p ) : F { a )) (F ( a ) : F ) 二 fin 
4^ 找 一 个域 F ， 使 i 7 有 一 个有限扩域 E 而瓦不是 F 
的单扩域. 

» 令 △ 是特征为2的素域 ， F = A (^, y ) 9 这里 x 和 ; y 
是厂上两个无关未 定元. 考察 E^F 这里 

v / S 和 〆 ^在尸上的极小多项式各是 

— 工和 2 2 — y 

由于所以在 F ( v y i ) 上的极小多项式 
仍是这样 

(E 1 F {y x )) = 2 9 (F (\/ x ) l F ) = 2 9 (E z F ) ^ 4 

E 的任一元 or 都可以写成 F 上和的多 项式： 

a = / (〆 x ， y / y ) 

由于 F 的特征是2，这样一个多项式的二次方等于它的各 
项的二次方的和，因而 a 2 =々( x ，_ y ), 这里夕 O , y ) 是 F 
上 x 和 y 的多项式.因此^ eF . 这就是说， F 的任一元 a 
在 F 上的次数最多是 2 . 这样，尸上四次扩域五不可能是 
一个单扩域 F ( a ) # 
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